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如 果 你 不 太 明 白 数 全 
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区 以 及 数学 公式 表达 主人 公 的 思路 。 
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, 公式 可 以 一 眼 带 过 。 
































不 要 仅仅 阅读 故事 , 务必 一 同 




















擅长 数学 的 读者 ,i 












































便 可 品味 到 深 埋 在 故事 
说 不 定 ， 你 会 发 现 
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将 感谢 和 友情 一 并 附 上 ， 
令 大 海 恩赐 之 物 重 归 它 的 怀抱 。 
一 一 《来 自 大 海 的 礼物 》] 

















de 





前 来 ， 义 远 去 的 一 一 海浪 。 
来 来 去 去 ， 反 反复 复 浪 又 一 浪 。 















































来 去 的 节奏 把 意识 拉 向 自己 。 
反复 的 节奏 把 意识 推 向 过 去 。 




































































hb 时 ， 每 个 人 都 在 做 准备 ， 想 要 展翅 飞 向 苔 窒 。 
1 我， 则 在 小 小 的 鸟 笼 里 蹲 着 ， 把 身体 蜘 成 一 



























































回 














应 该 诉说 的 自己 ， 应 该 组 默 的 自己 


应 该 诉说 的 过 去 ， 应 该 绒 默 的 过 去 。 
























































每 着 春天 降临 ， 我 都 会 想起 数学 
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在 纸 上 排 列 符 号 ， 摘 绘 宇宙 。 
在 纸 上 写 下 公式 ， 推 导 真理 。 









































每 着 春天 降临 ， 我 都 会 想起 她 们 。 

















跟 我 一 起 讨论 数学 这 个 词语 ， 
跟 我 一 起 度 过 青春 的 一 一 她们 。 











这 是 一 个 关于 令 我 展翅 飞 翔 的 小 小 契机 的 故 寻 
你 ， 愿 意 听 我 讲述 吗 ? 
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第 1 章 


镜子 的 独白 












































































































































































































































































































































“镜子 呀 镜子 ， 在 这 世上 谁 最 美 ?” 
“女王 陛下 ， 在 这 世上 您 最 美 。 
女王 很 满意 这 个 回答 ， 因 为 这 面 镜子 从 不 说 谎 。 
一 一 《白雪 公主 》 
1.1 谁 是 老实 人 
1.1.1 镜子 呀 镜子 
‘可 可， 你 知道 《白雪 公主 》 的 故事 吧 ?” 尤 里 说 。 
“当然 了 ， 那 个 寻找 掉 了 水 晶 鞋 的 公主 的 故事 。 我 答 道 。 
“ 那 是 《 灰 姑 娘 》 站 哪 是 《白雪 公主 》 啊 ! 哼 ， 真是 的 …… ” 
“是 吗 ? ”我 装 傻 。 
“ 别 装 傻 嘛 ~” 尤 里 说 完 就 笑 了 。 
这 里 是 我 的 房间 ， 现 在 正 值 。 新 年 假期 马上 就 要 结束 了 ， 开 学 
以 后 还 有 个 摸底 考试 。 可 是 不 知 为 何 ， 房 间 里 的 气氛 却 很 是 悠闲 。 
尤 里 上 初 二 , 我 上 高 二 , 她 管 我 叫 “ 哥 骨 ”。 不 过 , 尤 里 不 是 我 的 亲 妹 妹 。 
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她 的 妈妈 和 我 的 妈妈 是 姐妹 。 换 句 话说 ， 她 是 我 的 表妹 。 尤 里 从 小 就 管 
我 叫 “哥哥 ”， 现 在 也 还 这 么 叫 我 。 
我 的 房间 里 有 很 多 尤 里 喜欢 的 书 。 她 住 在 我 家 附近 , 一 放假 就 会 过 来 玩 。 
我 学 习 的 时 候 ， 尤 里 就 在 一 旁 悠然 自得 地 看 书 。 
尤 里 开 了 口 : 
9 雪 公 主 的 那个 坏 妈妈 ， 是 不 是 只 要 一 对 着 镜子 ， 就 会 这 么 问 : 镜 
子 呀 镜子 ， 在 这 世上 谁 最 美 ?” 
区， 那个 镜子 就 相当 于 “美人 测定 仪 ” 吧 。 我 回答 。 
她 是 认为 自己 漂亮 才 那 么 问 的 吧 。 可 是 人 家 一 照 镜子 就 忍 不 住 叹 气 ， 
头发 颜色 这 样 ， 还 分 又 得 厉害 。 
尤 里 说 着 ， 开 始 拨弄 她 栗色 的 马尾 疼 。 
我 重新 审视 尤 里 。 尤 里 觉得 自己 很 差 ， 但 我 却 不 那么 觉得 。 她 的 表 
倩 总 是 千变万化 , 让 人 移 不 开眼 , 给 人 一 种 看 到 爆 米花 正在 进 裂 时 的 感觉 。 
她 的 脑子 也 转 得 快 ， 跟 她 说 话 从 没 感 到 无 聊 过 。 
“ 啊 好 想 染 头发 啊 好 想 变 漂亮 啊 
“没有 没有 ， 尤 里 。” 我 说 。 
万 里 停 下 正在 拨弄 发 梢 的 手 ， 看 向 我 。 
什么 “没有 没有 ” 啊 ?” 
“就 是 说 ……… 尤 里 你 这 样 也 ……: 咽 ， 足 够 ……: 入 
“足够 ?” 
“就 是 说 ……: ” 
“孩子 们 ! 吃 百 吉 饼 吗 ? ”我 妈 在 厨房 喊 道 。 
< 乃 1 
她 大 声 回答 道 ， 刚 刚 还 一 本 正经 的 表情 忽然 来 了 个 大 逆转 。 
尤 里 站 起 身 就 来 搜 我 。 她 穿着 和 牛仔裤， 身材 非常 纤细 ， 没 想到 却 这 
么 有 力气 。 









































































































































































































































































































































































































































“ 快 点 儿 啦 ， 哥 可 ,我们 赶紧 去 吃 点 心 ! 7” 


1.1.2 谁 是 老实 人 


和 餐 。 






























































里 哗啦 哗啦 地 翻 着 茶几 上 放 着 的 数学 谜 题 集 。 


“不 知道 ， 我 还 没 看 。 放 假 前 跟 学 校 借 的 。” 













































































译 ?” 高 中 图 书 室 里 还 有 这 种 


“A1~ As 这 5 个 人 里 谁 是 老实 人 ”。” 
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外语 这 里 有 j 瑟 但 二 全 说 斋 量 
这 里 有 2 个 人 在 说 广 。 
As:“ 这 里 有 3 个 人 在 说 谋 。” 
人 这 
过 









































这 里 有 4 个 人 在 说 说。 


NA ARE 99 
在 说 说 。 
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边 是 原味 的 ， 这 边 是 核桃 味 的 ， 这 边 是 罗勒 味 的 。 
“这 个 是 什么 味 的 ? ”万 里 问 道 。 
“那个 是 洋葱 味 的 。 


“ 那 我 要 吃 这 个 。 



















































































“来 ， 选 你 们 喜欢 的 口味 。 我 妈 端 着 盛 有 百 吉 饼 的 盘子 过 来 了 ,“ 这 











白 





“你 要 吃 哪 个 ? ”我 妈 才 
很 是 香甜 。 
四 哪个 都 行 。 四 我 说 尤 里 » 这 个 问题 和 独 















































盘子 递 向 我 这 边 。 热 气 散 发 了 出 来 ， 闻 起 来 






































“不 行 ! 好 好 选 ! ”我 妈 边 说 边 把 盘子 推 到 了 我 
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前 。 
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“ 那 我 要 原味 的 。 

“我 推荐 你 吃 核桃 味 的 。 

“ 电 …… 那 就 核桃 味 的 吧 。” 

我 拿 了 核桃 味 的 百 吉 饼 后 ， 我 妈 就 心满意足 地 回 了 厨房 。 一 一 这 不 
还 是 她 帮 我 选 的 么 。 

“无 里， 刚才 你 那个 问题 ， 是 “老实 人 总 是 在 说 真 话 ”的 那个 么 ? ” 

“对 对 ， 骗 子 总 是 在 说 谎 。Al ~ As 这 些 人 不 是 老实 人 就 是 骗子 。” 

“ 那 就 简单 了 。A4 是 老实 人 ， 其 他 4 个 人 是 骗子 。” 

“ 喊 ， 真 没意思 吧 ……: 导 哥 你 一 下 子 就 明白 了 。” 

我 这 个 表妹 有 了 时候 会 在 话 里 迭 上 猫 语 。 没 办 法 ， 半 况 是 个 小 孩子 ……: 

“这 个 问题 ,如果 用 老实 人 的 人 数 来 分 情况 讨论 , 马上 就 能 得 出 答案 。” 
我 说 , “老实 人 可 能 有 0~5 个人。 首先 ， 老实 人 不 可 能 是 0 个人， 也 就 
是 说 不 可 能 5 个 人 都 是 骗子 。 因 为 As 说 了 “这 里 有 5 个 人 在 说 诺 ”， 
就 是 说 ， 如 果 As 说 的 是 真 的， 那么 As 就 是 老实 人 。 但 是 这 样 一 来 ，As 
所 说 的 “有 5 个 人 在 说 说 就 不 成 立 了 ， 这 样 于 理 不 合 。” 

“ 嗯 ， 嗯 。” 尤 里 附和 道 。 

“下 面 考虑 有 1 个 老实 人 ， 也 就 是 有 4 个 骗子 的 情况 。 这 种 情况 下 ， 
寻 为 只 有 A4 说 的 是 对 的 , 所 以 只 有 A4 是 老实 人 , 剩 下 的 4 个 人 都 是 骗子 。 
这 样 就 合乎 情理 了 。” 

“确实 呢 。” 尤 里 看 上 去 很 高 兴 。 

“下 面 考虑 有 2 个 老实 人 ， 也 就 是 有 3 个 骗子 的 情况 。 这 种 情况 下 ， 
只 有 As 说 的 是 对 的 ， 但 是 从 As 的 话 推断 应 该 “有 3 个 人 在 说 诉 '， 而 事 
实 却 是 “有 4 个 人 在 说 诉 '， 这 样 说 不 通 。 有 3 个 、4 个 、5 个 老实 人 的 
情况 也 同样 不 合乎 情理 。 最 后 , 就 只 有 “A4 是 老实 人 ”这 一 种 情况 成 立 
真有 意思 啊 。” 

“哪里 有 意思 ?” 






















































































“我 来 出 个 一 般 化 了 的 问题 。 比 如 ， 下 面 这 个 你 明白 吗 ? ”我 问 道 。 









































谁 是 老实 人 ? (一 般 化 ) 
















































































Bi:“ 这 里 有 1 个 人 在 说 谎 。” 
B2:“ 这 里 有 2 个 人 在 说 诉 。” 
BB a 沈 二 全 全 
BR ZH NE 
BB Ua 











Bnei 这 里 有 (Ww 一 了 个 人 在 说 流 。 
Bn: “这 里 有 Nn 个 从 在 说 Wie” 

































































































































































“人 家 不 明白 呢 。 就 给 出 了 n…… 难 不 成 要 从 无 限 个 人 里 找 ?” 

















“不 是 无 限 的 哦 。 因 为 已 经 给 出 了 n 这 











Bn 这 n 个 人 ， 人 数 不 可 能 是 无 限 的 。” 









































个 数 ， 所 以 只 于 卫 1， Boyees; 

































































“ 咽 ? 啊 ! 我 知道 了 ，Bn_1 是 老实 人 。” 
“ 没 错 ， 你 很 聪明 嘛 ! ” 















































@ 一 般 化 是 数学 中 带 有 普遍 性 的 一 种 思想 方法 ， 指 
集合 过 渡 到 考虑 包含 已 给 对 象 的 更 大 集合 的 一 种 











思想 方法 。 一 一 译 者 注 


“可 以 用 跟 刚 才 5 个 人 时 一 样 的 思路 来 思考 这 个 问题 。 








的 是 从 考虑 一 个 对 象 或 较 少 对 象 的 
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“ 哦 呵呵 , 很 简单 啊 。 因 为 老实 人 是 1 个 ,所 以 
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央 子 就 是 (n 一 1 ) 个 嘛 。” 









































这 里 用 n 这 个 字母 把 问题 
一 般 化 " ， 明 白 吗 ?” 
“就 是 说 n 是 几 都 无 所 谓 ?” 



























































“对 ， NN 内 妥 古 1 2, 3 这 些 


“ 唔 ， 这 不 对 劲 ， 很 奇怪 啊 。” 万 




















实 人 了 !” 


谁 是 老实 人 ? ( 当 n==1 时 ) 
© nn 























般 化 了 ， 也 就 是 “ 通 











过 导入 字母 把 问题 






























































自然 数 中 的 任意 一 个 就 行 。” 
里 说 ,“ 当 n=1 的 时 候 ,就 没有 老 
























































“ 嘎 ?这 种 情况 下 管 案 就 是 “ 没 








有 老实 人 ” 啊 。 我 回答 道 。 





























“ 族 ? 太 奇 怪 了 ! 那么 C1 是 老实 人 ? 还 是 说 他 是 骗子 ?” 





“是 骗子 吧 。” 














“那样 的 话 ， 就 有 1 个 骗子 啊 ， 罗 


























说 了 真 话 啦 ! ” 



















































































虽 ， 这 样 问题 就 不 成 立 了 呢 。 


“问题 站 不 成 立 ? 了? 








“ 啊 ， 是 啊 。 但 是 C1 也 不 是 老实 人 ， 明明 只 有 他 








独子 就 是 C1 本 人 。 这 样 一 来 骗子 就 


























自己 ， 他 还 说 “这 




















里 有 1 个 人 在 说 谎 " ,这样 的 话 ，C1 这 个 老实 人 就 把 自 
































“ 咽 ,， 不 成 立 。 因 为 “不 是 老实 人 就 是 











所 以 当 n= 1 时， 这 个 问题 就 不 成 立 了 。” 























“就 是 说 ， 没 法 判断 C1 属于 哪 一 方 ?” 






































转 得 真 快 啊 。 





“ 嗯 ,我们 没 法 判断 C1 是 老实 人 还 是 驴子 。 话 许 








电子 ”这 个 





前 提 条 件 很 奇怪 。 





























本 来 ， 尤 里 你 脑 了 














“嘻哈 哈 ， 可 是 判断 不 了 ， 感 觉 好 讨厌 啊 。 人 家 想 “ 叭 ” 地 一 下 把 问 


[HEE 929 















































“确实 很 讨厌 啊 。 
“我 知道 了 ， 是 “出 题 人 ”在 说 谎 !1” 
这 都 哪儿 跟 哪儿 呀 ……” 






































1.1.3 相同 的 回答 
我 想 了 一 个 新 的 谜 题 。 


“ 尤 里 ， 你 觉得 这 种 谜 题 怎么 样 ?” 









































使 答案 相同 的 问题 是 ? 

请 想 出 这 样 的 问题 : 假设 回答 的 人 不 是 老实 人 就 是 驴子， 而 且 不 管 
是 老实 人 还 是 骗子 , 答案 都 是 相同 的 。 但 是 , 回答 的 人 只 能 用 “是 ”或 “ 否 ” 
来 作答 。 



















































































“不 明白 什么 意思 。 ' 答 案 都 是 相同 的 ' 是 什么 意思 ?” 

“意思 是 ， 老 实 人 的 答案 和 骗子 的 答案 相同 。 如 果 老实 人 回答 “是 ， 
g 人 骗子 也 要 回答 ‘是 '。 如 果 老 实 人 回答 ' 否 '， 那 么 骗子 也 要 回答 
' 否 ，…… 就 是 这 种 问题 。” 
这 种 问题 吗 ?” 
尤 里 一 脸 认真 ， 开 始 思考 。 我 喜欢 她 思考 的 神情 ， 虽 说 她 也 有 时候 
弃 ， 表 示 “ 不 知道 ”……… 
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“很 简单 啊 ， 这 么 问 就 好 了 : 你 是 不 是 老实 人 ?” 
“对 对 ， 很 棒 很 棒 。” 
“如 果 是 老实 人 , 那 他 就 会 老实 回答 “是 ; 如 果 是 骗子 , 那 他 就 会 说 谋 ， 
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可 答 “ 是 '。 不 管 是 老实 人 还 是 驴子， 都 会 回答 “是 " 。 
“ 没 错 。 老 实 人 的 “是 ” 是 真 话 ， 骗 子 的 “是 ” 是 假 话 。 像 我 这 么 间 也 
可 以 : 你 是 不 是 驴子 ?” 
思 ， 这 次 老实 人 和 骗子 都 会 回答 “不 是 ”了 呢 。” 
等 了 。 我 妈 义 拿 来 了 饮料 ,， “来 ， 喝 杯 可 可 吧 。” 
es 我 喜欢 咖啡 。 我 说 ,“ 不 过 可 可 也 行 。 
“我 喜欢 阿姨 神 的 可 可 。 尤 里 说 。 
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“ 尤 里 真 苹 。” 我 妈 硅 道 。 
话说 ， 哥 哥 , “老实 人 和 骗子 这 个 角色 设 定 很 了 不 起 啊 。 因 为 老 
实 人 只 说 真 话 ， 只 要 开口 就 说 的 是 真 话 。 太 厉害 了 。 

“是 啊 。 尤 里 ， 骗 子 和 老实 人 拥有 一 样 的 能 力 ， 这 你 明白 吗 ?” 
么 意思 ? ” 尤 里 看 着 我 。 

“骗子 一 定 会 说 诉 话 ， 对 吧 ? 这 样 的 话 ， 骗 子 想 当 老 实 人 ， 就 必须 在 
一 定 程度 上 了 人 解 真 相 ， 要 不 然 就 可 能 会 一 不 小 心 把 真相 说 了 出 来 。” 

“ 噢 ， 确 实 ! 要 是 “一 不 小 心 把 真相 说 了 出 来 " 就 有 意思 了 吐 。 


“就 算 一 不 小 心 犯 和 借 了 ， 也 不 能 骗 人 哦 ， 你 们 俩 。” 我 妈 说 道 。 



























































































































































































































































































































































































































































1.1.4 回答 是 沉默 
“ 啊 ， 人 家 也 想到 了 一 个 新 的 谜 题 。 刚 才 我 们 想 的 是 老实 人 和 骗子 要 
作 相 同 回答 的 问题 ， 对 吧 ? 那么 下 面 这 个 问题 …… 当然 ， 这 个 问题 也 只 


能 用 “是 ”或 “和 否 " 来 回答 哦 。” 














tH 


































































































让 人 无 法 回答 的 问题 是 ? 
什么 问题 骗子 能 够 回答 ， 但 老实 人 无 法 回答 ? 






























































“ 嗯 ,这样 的 响 ……” 我 一 边 说 一 边 思考 着 。“ 提 一 个 不 知道 答案 的 
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为 9 


是 不 是 有 无 











质数 是 什么 ?” 
质数 
还 没 人 知 














的 两 个 
民 多 ， 








构成 的 组 合 


Me 99 
进 。 














挛 生 





话 


























而 已 



































“ H] 
已 





点 不 对 


， 说 不 定 











I 
吧 。 


什么 时 候 





关 





数 是 不 是 无 


质数 是 不 是 无 P 





,例如 3 和 5,5 和 7 


并 





限 多 '?” 
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本 





天 




















就 会 丰 





人 知道 的 。 

















多 ' 这 种 | 
子 就 没 法 撒谎 了 呀 
“确实 如 此 。” 











想 了 个 这 样 的 问题 : 


大连 骗子 也 会 沉 时 


这 个 问题 ， 








默 吧 。 不 知道 真相 的 话 











[ 且 ，i 
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你 会 













































































b 么 





为 他 答 了 “在 


因为 他 
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有 ,这 个 很 有 意思 ! 
就 说 明 
E 撒 谱 。 好 
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XE ， 











[Vey 


也 ,不 外 




















老实 人 
他 在 撒谎 ;如 果 儿 
绕 啊 。 老 实 人 不 会 























那么 


























有 关系 oo ” 











[三 
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“对 吧 。 骗 子 上 























1.2 逻 

















辑 谜 题 





天 系 啊 ， 



































1.2.1 爱丽 丝 、 博 丽 丝 和 克 丽 丝 


“这 个 | 
“6 中 了 EE 



































问题 太 丰 




















来 老实 人 





是 就 好 了 ， 因 为 这 个 “是 


因为 这 个 “和 否 ” 也 是 谎 六 











说 谎 ， 所 以 不 能 


月 世 


9》 








所 以 没 


止 .3E3 洁 
不 掀 语 ， 














Do 
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LT 




































































































































































































































































































































































10 第 1 章 镜子 的 独 上 
三 个 人 的 装束 
爱丽 丝 、 博 丽 丝 、 克 丽 丝 三 个 人 都 分 别 戴 着 帽子 和 手表 ， 穿 着 上 衣 。 
骨 子 、 手 表 、 上 衣 各 有 红 、 绿 、 黄 三 种 颜色 ， 而 且 同 一 样 物品 没有 颜色 
相同 的 。 此 外 , 三 个 人 身上 的 这 三 件 物品 颜色 各 不 相同 。 请 基于 下 列 条 件 ， 
猜 一 猜 这 三 个 人 身上 的 三 件 物品 的 颜色 。 
。 爱 丽 丝 的 手表 是 黄色 。 
。 博 丽 丝 的 手表 不 是 绿色 。 
。 克 丽 丝 的 帽子 是 黄色 。 
“ 电 ……… 有 这 么 有 意思 吗 ?” 我 说 。 
“你 想 想 她 们 三 个 人 的 打扮 嘛 ， 这 三 人 组 看 起 来 该 多 招 眼 呀 !” 
“确实 …… 话说 你 知道 答案 了 吗 ?” 
“感觉 好 麻烦 。 算 了 ， 下 一 题 。” 
“这 哪 行 啊 ， 这 时 候 应 该 “用 表格 来 想 " 。” 
“用 表格 来 想 ? ” 
1.2.2 ”用 表格 来 想 
“我 们 来 画 一 个 表示 三 人 各 自 装束 的 表格 。 首 先 ， 写 下 题 中 条 件 。” 
帽子 手表 上 衣 
爱丽 丝 黄色 
博 丽 丝 绿色 以 外 
克 丽 丝 黄色 
写 下 题 中 条 件 




















尤 里 拿 出 她 那 副 树 脂 边 框 的 眼镜 戴 上 之 后 ， 看 向 表格 。 
“你 把 已 知 条 件 都 写 下 来 了 呀 。 
“ 嗯 。 整 理 复杂 的 问题 时 ， 不 要 在 脑海 里 凭空 想象 ， 要 用 表格 来 想 。 




























































































































































































这 样 博 丽 丝 的 手表 颜色 就 一 目 了 然 了 。 首 先 ， 不 是 绿色 。 然 后 ， 因 为 不 
能 跟 爱 丽 丝 的 手表 颜色 一 样 , 所 以 也 不 是 黄色 。 那 么 剩 下 的 就 只 有 红色 了 。?” 
“原来 如 此 。” 














































































































帽子 手表 上 衣 
爱丽 丝 黄色 
博 丽 丝 红色 
克 丽 丝 黄色 





已 知 博 丽 丝 的 手表 颜色 












































“那么 接 下 来 ， 如 果 认真 看 看 表格 ， 也 就 能 知道 博 丽 丝 的 上 衣 颜 色 。 






























































“对 对 。 能 解释 一 下 为 什么 吗 ?” 


“我 一 眼看 上 去 就 想到 “ 博 丽 丝 的 上 衣 是 黄色 吧 ”。” 




































































是 
“因为 黄色 已 经 被 用 ] 父 看 ， 爱 丽 丝 的 手表 是 黄色 ， 克 丽 丝 的 
帽子 也 是 黄色 。 也 就 是 说 ， 爱 丽 丝 的 上 衣 和 克 丽 丝 的 上 衣 不 能 是 黄色 。 






























































这 样 一 来 ， 上 衣 能 是 黄色 的 就 只 有 博 丽 丝 了 。” 















































“解释 得 很 好 。” 
帽子 手表 上 衣 
爱丽 丝 黄色 不 能 是 黄色 
博 丽 丝 红色 肯定 是 黄色 
克 丽 丝 黄色 不 能 是 黄色 
爱丽 丝 的 上 衣 和 克 丽 丝 的 上 衣 不 能 是 黄色 
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帽子 手表 上 家 
爱丽 丝 黄色 
博 丽 丝 红色 黄色 
克 丽 丝 | ”黄色 





[Ey 


已 知 博 丽 丝 的 上 衣 颜 1 














“ 克 丽 丝 的 手表 颜色 也 就 马上 明白 了 。” 我 说 。 


6 













































































“就 是 这 样 。” 


(3 








虽 。 爱 丽 丝 的 手表 是 黄色 ， 博 丽 丝 的 手表 是 红色 ， 所 以 剩 下 的 能 用 


在 手表 上 的 颜色 只 有 绿色 ! ” 




































































上 定 。 横 着 看 克 丽 丝 














帽子 手表 上 衣 
爱丽 丝 黄色 
博 丽 丝 红色 黄色 
克 丽 丝 黄色 绿色 
已 知 克 丽 丝 的 手表 颜色 
啊 ， 哥 可 ! 这 样 一 来 ， 克 丽 丝 的 上 衣 颜 色 也 能 确 














Wa 既 不 能 是 帽子 

















克 丽 丝 的 上 衣 是 红色 。 真 是 太 俗 气 了 1 ” 











的 颜色 ， 又 不 能 是 手表 的 颜色 ， 











那 就 是 红色 了 。 




















帽子 手表 上 衣 
爱丽 丝 黄色 
博 丽 丝 红色 黄色 
克 丽 丝 黄色 绿色 红色 


[Uy 





已 知 克 丽 丝 的 上 衣 颜 人 



































































































































1.2 ”逻辑 谜 题 13 

“下 面 这 一 步 就 需要 想 一 下 了 。” 

机 我 知道 ! 爱丽 丝 的 帽子 。 你 看 嘛 ， 博 丽 丝 的 手表 是 红色 ， 克 丽 
丝 的 上 衣 也 是 红色 。 也 就 是 说 ， 爱 丽 丝 的 手表 和 上 衣 都 不 能 用 红色 ， 所 
以 只 能 让 爱丽 丝 的 帽子 用 红色 ! ” 

帽子 手表 上 衣 
爱丽 丝 红色 黄色 
博 丽 丝 红色 黄色 
克 丽 丝 黄色 绿色 红色 


“ 剩 下 的 ee 


“ 别 说 别 说 ! 剩 下 的 都 让 人 家 来 ! …… E 











已 知 爱丽 丝 的 帽子 颜 人 


[Ey 































































































帽子 手表 上 家 
爱丽 丝 | ”红色 黄色 绿色 
博 丽 丝 红色 黄色 
克 丽 丝 黄色 绿色 红色 

已 知 爱丽 丝 的 上 衣 颜 色 
“最 后 ， 是 博 丽 丝 的 帽子 ……” 

帽子 手表 上 衣 
爱丽 丝 | ”红色 黄色 绿色 
博 丽 丝 绿色 红色 黄色 
克 丽 丝 黄色 绿色 红色 

已 知 博 丽 丝 的 帽子 颜色 


先 ， 是 爱丽 丝 的 上 衣 。 
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“这 相 














好 3 




















真得 很 好 。 








1.2.3 出 题 者 的 心思 





























我 说 。 








起 = 




















“刚刚 


A 
人 上 虽 















































“什么 意思 ?” 











“你 看 








EF 

















， 这 个 问题 给 


















































es 


丽 丝 的 手表 是 黄色 。 
。 博 丽 丝 的 手表 不 是 绿色 。 
丽 丝 的 帽子 是 黄 














了 三 个 条 件 对 吧 ? 这 





半 就 搞定 了。” 
帽子 手表 上 衣 
爱丽 丝 红色 黄色 绿色 
博 丽 丝 绿色 红色 黄色 
克 丽 丝 黄色 绿色 红色 
所 有 的 颜色 都 定 了 





























音 J 现 真 没 意思 呀 。” 尤 里 说 。 
尔 还 说 麻烦 呢 。 一 旦 去 体会 出 题 者 的 心思 ， 就 会 很 有 意思 哦 。” 


EF， 不 多 也 不 少 。” 






































































































































“哥哥 你 说 什么 呢 ? 人 家 不 明白 。 
“我 是 说 ， 条 件 要 是 比 这 些 多 ， 就 太 简单 了 ， 没 有 意思 ; 但 是 ， 
比 这 些 少 ， 就 解 不 开 了 。” 
“ 喔 , 出 题 者 的 心思 呀 ……: 喇 , 会 么 ? 条 件 少 了 也 能 解 开 的 呀 ! 比如 说 ， 
“ 克 丽 丝 的 帽子 是 黄色 ”这 个 条 件 , 只 有 下 面 这 两 个 条 件 , 咽 








假设 没 丰 

















就 有 下 古 














这 两 个 答案 。 








. 爱 





。 博 
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丽 丝 的 手表 是 黄色 。 





丽 丝 的 手表 不 是 绿 


信 























































































































































































































































































































1.3 ”帽子 是 什么 颜色 15 
帽子 。” 手表 上 家 帽子 手表 上 家 
爱丽 丝 | 红色 ”黄色 ”绿色 爱丽 丝 | 绿色 ”黄色 ”红色 
博 丽 丝 | 绿色 ”红色 ”黄色 博 丽 丝 | 黄色 ”红色 ”绿色 
克 丽 丝 黄色 绿色 红色 克 丽 丝 红色 绿色 黄色 
没有 “ 克 丽 丝 的 帽子 是 黄色 ”这 个 条 件 时 的 答 汉 
“ 咽 。 说 “ 解 不 开 : 是 我 搞 错 了 ， 尤 里 。 我 应 该 说 答案 不 只 有 一 个 。 
就 是 说 ， 不 止 有 一 种 思路 。” 
“哥哥 你 思考 时 总 会 去 体会 出 题 者 的 心思 吗 ?” 
“对 啊 ， 解 题 很 有 意思 ， 出 题 也 很 有 意思 呀 。 所 以 我 总 会 想 ， 如 果 换 
成 自己 来 出 题 ,会 怎么 出 呢 ……: 思考 怎么 出 题 这 件 事 儿 非常 有 意思 。” 
“就 是 说 “如 何 出 有 意思 的 题 ” 是 个 有 意思 的 题 呐 !” 
1.3 帽子 是 什么 颜色 
1.3.1 不 知道 
“ 啊 ， 我 又 发 现 了 一 个 好 像 很 有 意思 的 问题 。” 尤 里 翻 开 了 谜 题 集 。 
帽子 是 什么 颜色 ? 
主持 人 让 A、B、C( 您 )3 个 人 入 座 。 
主持 人 :“ 现 在 我 要 给 各 位 戴 上 帽子 。 帽 子 总 共有 5 项 ， 要 戴 的 是 其 
中 3 顶 。5 顶 帽子 中 有 3 顶 是 红色 ,2 顶 是 白色 。 大 家 看 不 到 自己 帽子 
的 颜色 ,但 可 以 看 到 其 他 人 帽子 的 颜色 。” 
主持 人 给 3 个 人 戴 上 帽子 ， 并 把 剩 下 的 2 顶 帽 子 藏 了 起 来 。 
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A | 
参与 者 A:“ 
SB AE 
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区 是 C， 能 看 见 A 和 B 的 帽子 ，2 顶 帽 子 都 是 红 1 






































































































































































































































































































































































































































主持 人 :“C 先生 ， 您 的 帽子 是 什么 颜色 ?” 
参与 者 C:“……: 名 
那么 ，C 先生 ， 您 的 帽子 是 什么 颜色 ? 
“这 场景 真 不 可 思议 呀 。” 尤 里 说 。 
< 确实 
想象 一 下 那个 场面 : 我 是 C， 能 看 见 A 和 B 的 帽子 ，2 顶 都 是 红色 。 
妹 为 红色 有 3 项 ， 所 以 我 的 帽子 可 能 是 剩 下 的 那 1 顶 红 色 , 或 者 也 有 可 
能 是 白色 。 没 那么 容易 就 能 知道 ? 不 , A 和 B 都 说 “不 知道 ”自己 的 颜色 。 
这 也 是 提示 。 
“哥哥 ， 你 知道 了 ?” 尤 里 问 我 。 
“我 在 想 。” 
一 方面 ，A 能 看 见 B 和 C。 既 然 A 说 了 “不 知道 ”"， 那么 B 和 C 就 
不 会 “都 是 白色 ”。 
如 果 B 和 C 都 是 白色 ,那么 A 就 会 知道 自己 是 红色 。 因 为 B 和 C 
并 非 “ 都 是 白色 ”， 所 以 B 和 C 中 “至 少 有 1 人 是 红色 ”。 
另 一 方面 ，B 能 看 见 A 和 C。 因 为 B 也 是 这 人 么 想 的 , 所 以 A 和 C 
“至 少 有 1 人 是 红色 ”。 唔 …… 不 好 办 。 这 问题 也 太 难 了 吧 ? 
“ 训 ? 哥哥 ， 你 还 在 想 吗 ?” 尤 里 一 脸 坏 笑 。 
































“ 训 ? 尤 里 你 …… 解 宛 了 ?” 
HL 








1.3 ”帽子 是 什么 颜色 























“ 没 想到 这 人 么 简单 ， 







































































假设 C 是 白色 ， 那么 一 一 





。A 能 看 到 B (红色 ) 和 C (和 白色)。A 确实 不 知道 
。B 能 看 到 A (红色 ) 和 C( 和 白色 )。 咀 





























~” 尤 里 得 意 洋洋 。 
好 吧 , 那么 我 们 来 仔细 分 情况 考虑 。C 的 帽子 要 么 是 白色 
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那么 B 应 该 会 像 下 面 这 样 想 。 

















原来 如 此 ，A 说 的 那 句 “不 知道 ”对 B 





假设 C 是 白色 ,那么 B 的 想法 是 一 一 





。A 能 看 见 B (颜色 不 确定 ) 和 C( 



































可 答 说 “不 知道 ”。 




























































































白色 )。 




















人 
。 因 为 A 不 知道 ， 所 以 B 和 C"“ 至 少 有 1 人 是 红色 ”。 
因为 C 是 白色 ， 所 以 B 是 红色 ! 























B 如 果 这 人 么 想 ， 那 么 就 会 回答 “我 是 红 4 

















。 然 而 现实 是 ，B 回答 说 “不 知道 ”。 






























































。 因 为 C 是 白色 或 红色 ， 所 以 C 如 曙 



































。 也 就 是 说 ，C 的 帽子 是 红色 ! 























“我 知道 了 ，C 的 帽子 是 红色 吧 。 
“答对 啦 一 尤 里 回答 。 









































吧 。 





[H 


品 
。 也 就 是 说 ，C 是 白色 这 个 假设 是 错 的 。 


来 说 就 成 了 提示 了 ! 









































不 是 白色 ， 那 么 就 是 红 / 
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1.3.2 ”对 出 题 者 的 验证 


















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































我 刚 解 释 完 我 的 思路 ， 尤 里 就 皱 起 了 丑 。 

“话说 ， 哥 哥 你 刚才 考虑 的 是 “假设 C 是 白色 "的 情况 ， 那么 “假设 
C 是 红色 ” 的 情况 呢 ? 不 考虑 也 可 以 吗 ?” 

“ 问 得 好 。” 我 回应 道 ,“ 不 过 ， 要 解 这 道 题 ， 不 用 考虑 也 行 。 因 为 从 
问题 中 可 以 推导 出 “C 是 白色 或 红色 ”这 个 条 件 。” 

“那个 ， 人 家 考虑 到 了 “出 题 者 在 说 谎 的 情况 "。” 

“什么 意思 啊 ?” 

“这 个 嘛 :…… 因为 (1)C 是 白色 或 红色 ，(2)C 不 是 白色 ， 所 以 我 们 
会 想 : (3) 所 以 ，C 是 红色 。 但是， 如 果 (1) 是 假 的 ， 就 不 能 推导 出 (3) 
了 啊 。 

“ 嗯 ， 尤 里 你 说 得 对 。 如 果 不 满足 ‘C 是 白色 或 红色 "这 个 前 提 条 件 ， 
就 算 知道 “C 不 是 白色 '， 也 不 能 说 “所 以 ，C 是 红色 ”。 考 虑 “假设 C 是 
红色 ”的 情况 相当 于 验证 出 题 者 有 没有 把 题 出 错 。 我 们 试 试 吧 。” 

“ 咽 。” 

假设 C 是 红色 ， 那 么 一 一 

。A 能 看 见 B (红色 ) 和 C (红色 )。 然 而 ，A 不 知道 自己 的 颜色 。 

一 这 跟 A 的 回答 相符 。 
。B 能 看 见 A (红色 ) 和 C( 红 色 )。 然 而 ，B 不 知道 自己 的 颜色 。 
一 这 跟 B 的 回答 相符 。 

“确实 跟 他 们 的 回答 相符 。 假 设 C 是 白色 ， 就 不 合 道理 了 ; 然而 假 
设 C 是 红色 就 合乎 道理 了 。 因 此 ,“C 是 白色 或 红色 ' 这 个 前 提 条 件 没有 
什么 不 对 劲 的 。” 

“了 解 。 哥 村， 这 道 题 有 点 复杂 ， 不 过 很 有 意思 呢 。” 

“ 嗯 ,很 有 意思 。 要 说 哪里 有 意思 …… “不 知道 ”这 句 话 能 拿 来 当 提示 ， 

































































1.3 ”帽子 是 
还 有 站 在 A 和 B 的 立场 ， 也 就 是 对 方 的 立场 思考 问题 这 里 














“这 就 是 爱 吧 1!” 


th 话说 ， 














尤 里 











尔 比 我 解 得 快 多 了 嘛 1” 
















































































和 人 日 
宛 侍 


因为 并 不 “都 


































































































点 折服 了 。” 















































那个 人 看 到 的 2 个 人 里 ， 




















“ 咽 , 不 过 人 家 不 能 像 哥哥 那样 解释 自己 的 思路 。 人 家 
是 白色 '， 所 以 “至 少 有 1 人 是 红色 这 里 好 厉害 呀 ! 人 家 都 
“在 这 个 帽子 谈 题 的 世界 里 ,回答 “不 知道 ”的 
至 少 有 1 人 的 帽子 是 红色 一 这 就 像 “定理 一样 呢 。” 









































房间 ja 妈 ， 谢 
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1.3.3 镜子 的 独白 
可 到 房间 ， 尤 里 就 “ 哟 ”地 打 了 
“哥哥 ， 刚 刚 那个 帽子 谜 题 ， 实 际 
“为 什么 ?” 
“在 房间 里 效 

































































谢 你 的 

















77 
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向 指 。 


解 起 


个 























百 吉 饼 。” 


























个 镜子 就 行 了 ， 比 如 挂 点 内 亮 亮 的 迪斯科 




















来 插 简 单 的 。 





球 。” 















































































































































3 99 
柄 器?! 











“不 准 给 我 房间 加 多 余 的 装饰 …… 话说 ， 靠 镜子 反射 看 帽子 不 是 作 
次 么 ?1” 

"a 这 个 房间 里 居然 没有 镜子 ! 难道 哥哥 你 是 德 古 拉 人 

“ 德 古 拉 伯 姻 的 房间 里 没有 镜子 吗 ?” 

“镜子 里 照 不 出 德 古 拉 伯 栈 呀 。” 

““ 镜 子 里 照 不 出 ”这 个 套路 ， 象征 性 地 表现 了 德 古 拉 人 



































事 不 存在 导 




















Qa 德 古 拉 伯 现 ， 又 译 德 拉 上 











说 中 的 一 个 最 著名 的 吸 


现 。 一 一 译 者 注 

















其 作为 吸 




















友 ， 





























E 拉 伯 落 (dracula )， 是 Bram Stoker 于 1897 年 所 著 的 小 




















鬼 的 代表 曾 在 多 部 摘 写 吸 





鬼 的 影片 中 出 



































20 第 1 章 镜子 的 独 上 
这 世上 PT a 














“是 是 是 ， 真 不 浪漫 ……: 好 ， 我 们 来 比 绕口令 ! ” 
里 “ 哩 ”地 伸手 指向 我 。 



















































































“你 究竟 能 不 能 跟 上 人 家 呢 ? 











迪斯科 球 ， 内 亮 亮 ! 德 





拉 伯 筋 





























阿 ! ”我 笑 吗 了 。 








德 古 拉 伯 筋 是 什么 








@ 






















































































迪斯科 球 ， 闪 亮 亮 ! 德 古 拉 伯 茵 ， 


时 夫 天 !” 














“这 又 变 成 ' 量 夫 夫 ' 了 。"” 我 笑 到 停 不 下 来 ,“ 你 想 说 的 是 “ 德 


尝 乎 乎 " 吧 ?” 
“对 对 ， 德 十 拉 伯 熏 ， 尝 夫 …… 哟 ?” 

尤 里 挑战 了 很 多 次 。 

“ 德 古 拉 伯 舅 ， 晕 夫 夫 ! 呼 一 一 总算 说 好 了 。 
“ 没 说 好 ， 没 说 好 。” 

我 们 放声 大 笑 。 











































































































“ 啊 ~ 真 是 的 ， 我 眼泪 都 笑 出 来 了 。” 尤 里 拿 出 一 面 小 镜子 。 





















































“ 啊 ， 你 带 着 镜子 呢 ? ” 

“当然 了 。” 

她 突然 不 咬 声 了 ， 一 脸 郑 重地 看 着 镜子 。 
par 尤 里 ?” 

“女孩 子 照 镜子 的 时 候 别 来 打扰 1” 
“好 好 ， 那 好 吧 。 
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她 变换 着 各 种 角度 ， 检 查 着 自己 的 脸 跟 发 型 。 没 想 





































































































拉 1 
到 9 尤 里 还 日 这 
单 啊 。 只 要 世界 








“话说 …… 哥哥 ， 要 想 当 世 界 上 最 美的 人 其 实 很 简 















































1.3 ”帽子 是 什么 颜色 21 





























上 只 剩 下 自己 一 个 人 ,， 那 自己 肯定 就 是 最 美的 人 了 。 啊 :…… 不 行 。 如 果 




































































HE 界 上 只 剩 下 自己 ， 就 没 人 欣赏 了 ， 这 不 就 没 意 义 了 么 。” 




































































尤 里 拿 着 镜子 站 起 身 ， 像 在 表演 一 样 一 边 拿捏 着 腔调 唱 了 起 来 ， 






















































































这 时 ， 我 妈 拿 着 茶壶 进来 了 。 












































“我 想 你 肯定 是 搞 错 了 。 

我 敢 肯 定 ， 你 去 的 一 定 是 另 一 间 208 号 房 。 

确实 也 只 能 这 么 认为 。 那个 女人 说 。 

一 一 村 上 春 树 《 奇 鸟 行 状 录 儿 又 名 《发 条 乌 编 年 史 》) 








第 2 章 


皮 亚 诺 算术 





被 丢掉 的 小 小 豆子 ， 

在 一 夜 之 间 成 长 到 了 惊人 的 高 度 。 
茎 缠绕 交织 ， 像 梯子 般 探 向 天 空 ， 
被 云 庶 住 了 ， 望 不 到 尽头 。 

一 一 《杰克 与 豆 茎 》 


2.1 泰 采 拉 


2.1.1 皮 亚 诺 公 理 
随 着 一 声 “学 长 ”， 我 转 过 了 头 。 
“ 呀 ， 泰 条 拉 。” 
这 里 是 我 就 读 的 高 中 。 我 此 时 在 庭院 里 的 一 个 小 池塘 边 。 这 人 儿 各 处 
放 和 椅 ， 午 休 时 也 有 来 吃 午 饭 的 学 生 。 不 过 现在 已 经 放学 了 
个 人 坐 在 长 椅 上 ， 塑 着 池塘 。 天 很 冷 ， 但 我 的 头脑 却 很 清醒 ， 感 觉 很 位 
“原来 你 在 这 里 呀 。” 泰 朵 拉 说 道 。 
居然 能 发 现 我 在 这 里 ……: 不 愧 是 绰号 “可爱 的 跟踪 狂 ” 的 泰 淋 拉 。 
不 过 也 只 有 我 妈 这 么 叫 她 。 
泰 洒 拉 比 我 低 一 级 , 上 高 一 。 她 非常 适合 短发 , 很 是 可 爱 , 是 一 名 娇小 、 
好 奇 心 旺 盛 、 活 力 十 足 的 女生 。 
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我 一 直 在 教 她 数学 。 放 学 后 在 图 书 室 里 、 天 台 上 、 教 室 里 …… 她 总 

会 来 找 我 ， 问 我 数学 问题 ， 是 跟 我 关系 很 好 的 学 妹 。 
我 稍微 挪 了 挪 身子 ， 泰 采 拉 坐 在 了 我 的 旁边 。 柔 和 的 甜 香 一 女生 

为 什么 会 这 么 好 闻 啊 。 

“来 了 新 卡片 ……"” 泰 采 拉 说 着 拿 出 了 一 张 卡片 ,“ 写 了 好 多 东西 ， 



















































































































































































， 皮 亚 诺 公 理 (文字 说 明 ) | 
PA1 1 是 自然 数 。 
| PA2 对 于 任意 自然 数 n， 其 后 继 数 n/ 都 是 自然 数 。 
PA3 对 于 任意 自然 数 n，n' 取 1 都 成 立 。 
| PA4 对 于 任意 自然 数 m,n, 着 m’ =n',， 则 m= n。 | 
































































































































PA5 假设 对 自然 数 n 的 谓词 CP(n) 而 言 , 下 面 的 (a) 和 (b) 都 成 立 。 
(a)P(1)。 
(b) 对 于 任意 自然 数 上 P(Ek) 成 立 ， 则 P(k') 成 立 。 
此 时 ， 对 于 任意 自然 数 %n，P(n) 都 成 立 。 






























































“哈哈 ， 这 样 啊 。” 我 说 。 
“ 啊 3 背 日 还 有 了 呢 。” 


我 把 卡片 翻 过 来 一 看 ， 后 面 还 写 着 逻辑 公式 @。 


























































































































人 在 逻辑 学 里 面 ， 通 常 将 命题 里 表示 思维 对 象 的 词 称 为 主 词 ， 表 示 对 象 性 质 的 词 称 为 
谓词 。 例 如 ， 若 P(z) = z 为 奇数 , 则 z = 5 时 以 上 命题 成 立 ，z = 2 时 以 上 命题 不 
成 立 。 像 这 样 往 变量 z 里 代入 一 个 值 时 ， 判 断 真 伪 的 条 件 就 叫 作 谓词 。 一 一 译 者 注 
@ 又 叫 作 “合式 公式 ”( well formed formula )。 编者 注 


























tk 













































































2.1 和 秦 条 拉 25 


皮 亚 诺 公理 (逻辑 公式 ) 
PAl leN 


PA2 weN [reN| 
PA3 wen |n #1| 


PA4 vmeéeN weN |m =n =m=n| 


PA5 (P(1) AvkeN |P(k)=P(K)|) = vneN [P(n)| 

“这 是 什么 题 啊 …… ” 泰 打 拉 说 。 

“这 是 村 木 老 师 的 研究 课题 吧 。” 
村 木 老 师 是 我 们 学 校 的 数学 老师 。 这 位 老师 人 很 古怪 ,喜欢 出 一 些 
跟 课程 没有 关系 的 问题 。 村 木 老 师 会 把 问题 写 在 卡片 上 ， 然 后 发 给 我 们 。 
卡片 不 定期 发 放 ， 问 题 难度 也 各 有 不 同 。 不 管 看 什么 书 ,或 是 问 什 么 人 
来 解 题 都 无 所 谓 ， 没 有 提交 期 限 ， 也 不 打分 。 我 们 自觉 解 题 ， 把 答案 以 
报告 的 形式 提交 给 老师 。 解 村 木 老师 的 题 算是 一 种 开动 脑筋 的 娱乐 吧 。 
但 不 仪 如此， 怎么 说 呢 ， 对 我 们 来 说 ， 这 还 是 一 场 动 真 格 的 比赛 。 


“研究 课题 …… 就 是 说 ,我 们 要 根据 这 张 卡片 自己 出 题 自己 解 ?” 委 
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“ 嗯 ,这 是 皮 亚 诺 公 理 , 非常 车 名。 这 就 是 说 让 我 们 思考 这 里 的 























































































































“了 解 ……… 可 是 学 长 , 我 从 老师 那里 拿 到 卡片 以 后 , 就 一 直 在 努力 研究 。 
可 是 完全 一 下 不 懂 这 是 什么 意思 。 炎 只 看 慌 J 外 后 继 数 nN 
日 77 








“ 呀 ， 泰 末 拉 ， 你 留心 点 看 ， 后 继 数 不 是 n， 而 是 1'。” 
“ 啊 ， 是 呢 …… 这 么 说 ,难道 这 里 的 mw 指 的 不 是 nn 十 1? 可 是 , 后 
继 数 的 意思 是 “下 一 个 数 " ， 对 吧 ?” 






































































































































“这 个 嘛 ， 从 结果 来 看 是 这 样 。” 


“那么 ， 为 什么 要 写成 n 呢 ?” 写 成 n 十 1 不 就 好 了 吗 ? 感觉 这 里 是 故 






































































































































意 写 得 让 人 难 懂 似 的 …… 而 且 ， 我 不 明白 ， 这 个 皮 亚 诺 公理 究竟 在 说 什 
么 啊 ? 尤其 是 “逻辑 公式 ……” 
“ 别 急 别 急 ， 不 要 看 这 又 看 那 的 ， 先 从 PA1 开始 ， 按 顺序 往 下 看 。” 


























学 长 你 说 的 也 对 。” 
“我 在 书 上 看 到 过 皮 亚 诺 公 理 ， 所 以 知道 得 多 一 些 。 泰 洲 拉 ， 你 是 第 
一 次 接触 皮 亚 诺 公 理 ， 所 以 “ 完 完全 全 不 懂 ” 也 是 理所当然 的 。 我 们 来 一 



































































































































































































































































































































































































































条 拉 大 大 的 眼睛 里 焕发 着 光芒 。 她 也 喜欢 跟 我 一 起 研究 数学 呀 。 
“首先 吧 ， 皮 亚 诺 公理 要 表达 的 是 ……” 

“ 皮 亚 庶 是 人 名 吧 ? 皮 亚 庶 先 生 ?” 

“ 嗯 ， 皮 亚 庶 是 数学 家 一 用 皮 亚 庶 公 理 可 以 定义 自然 数 。” 

用 皮 亚 诺 公理 可 以 定义 自然 数 。 






















































































“ 啊 ， 不 …… 不 是 说 能 不 能 …… 而 是 ， 有 定义 自然 数 的 必要 吗 ? 因 
为 自然 数 …… 就 是 自然 数 呀 。 不 用 定义 也 不 用 干什么 ,我们 就 已 经 知道 
















































































自然 数 是 1, 2, 3,… 啦 。” 
泰 末 拉 口 中 说 着 “1, 2, 3,…… 
“数学 家 皮 亚 诺 呀 ， 总 结 了 自然 数 本 质 上 的 性 质 ， 提 出 了 皮 亚 诸 公 理 。 


公理 指 的 就 是 不 用 证 明 也 能 成 立 的 命题 。 命 题 则 是 判断 真 假 的 数学 性 







































































































































































































































































用 这 张 卡 片上 的 PAI~PA5 这 几 个 公理 ， 定 义 
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所 在 




















EE 











然 数 吧 。 下 面 ， 





















































假设 





























都 包含 怎样 的 元 素 


尼 ? 我 1 

































































我 们 要 

的 集合 N。 和 暂且 忘掉 我 们 以 前 学 过 的 
亚 诺 公理 。 此 时 , 集合 N 

来 研究 一 下 皮 亚 诺 公 理 吧 。” 
“好 ! …… 阿 吨 !1” 
泰 淋 拉 打 了 个 可 爱 的 喷 吨 。 


























2.1.2 ”无数 个 愿望 
i 跟 泰 条 拉 并 
跟着 我 的 步伐 ， 不 


«AS 
.| 9 

















排 走 在 校 
时 小 跑 几 步 。 
童话 里 总 提 到 “三 个 愿望 


这 里 冷 ， 我 们 去 “加 库 拉 ” 




















园 内 的 林 随 道 





















































“被 关 在 


6 

















个 








就 是 这 
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于 子 里 的 精灵 帮 人 实 
听 了 这 个 故 嫩 


ey 
































合 NN 满 足 








门 就 从 这 一 点 出 发 ， 





FE， 前 往 “ 加 库 拉 ”。 夭 条 拉 紧 


















































第 三 个 愿望 要 是 许 























: 现 我 三 个 愿望 就 好 








人 














循环 的 i 
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骂 
专 沁 


























LAE 
没 错 
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ja 











望都 能 实现 吧 。 
































秆 实现 我 三 个 愿望 是 “元 愿望 1 


























TN A 799 
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关于 愿望 的 愿望 。 这 种 
“ 啊 ， 你 说 Meta 中 蚜 。 
我 停 下 了 脚 








愿望 就 叫 元 愿 鹿 。” 





i 
少 ， 





愿 泌 的 愿望 


977 











个 愿望 以 























样 的 始 就 许 


全 . 














望 不 就 好 


愿 


了 ? 元 愿 


户 





这 











个 就 够 ] 





实现 我 无 数 个 
































“可 是 这 样 


来 ， 就 提 











巴 无 数 个 要 求 用 


名 话说 完了 





























[和 直 ， 





不 会 显 





导 


内 


这 








DS 


这 
学 


学 的 数学 ， 即 














里 的 Meta 和 元 愿望 的 说 法 都 源 
“数学 的 数学 "。 一 一 译 者 注 














元 数学 。 元 数学 是 一 种 

















来 








究 数学 和 数学 哲 
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太 厚 脸皮 了 啊 ……” 泰 杀 拉 握 紧 拳头 强调 道 。 
“话说 ， 泰 条 拉 你 的 “愿望 ”是 什么 ?” 
“能 永远 跟 学 长 …… 啊呀 呀 ! 这 …… 这 是 秘密 1!” 


2.1.3” 皮 亚 诺 公 理 PAl 

“加 库 拉 ” 是 一 个 活动 中 心 ， 总 有 很 多 学 生 聚 集 于 上 此。 我们 从 自动 贩 
卖 机 里 买 了 咖啡 ， 坐 在 了 休息 室 的 四 人 桌 前 。 今 天 难得 没什么 人 。 我 翻 
笔记 本 ， 泰 打 拉 在 我 左边 坐 下 。 





















































































































































皮 亚 诺 公 理 PAl 
1 是 自然 数 。 
























































“你 明白 公理 PA1 里 的 1€N 这 个 式 子 是 什么 意思 吗 ?” 


“ 嗯 ， 应 该 是 …… 元 素 和 集合 的 关系 吧 。1 e N 这 个 式 子 表示 的 是 ， 


















































1 是 N 这 个 集合 的 元 素 。 
“对 对 ， 就 是 你 说 的 这 个 意思 。” 


pn 因 9 
咽 o 



































我 往 笔记 本 上 写 着 笔记 。 











l1EN ”1 是 集合 的 元 素 。 
































“也 可 以 用 “属于 ' 这 种 说 法 。” 














l1€EN 1 属于 集合 N。 
































2.1 和 泰 打 拉 




















真 优美 。 














奈 人 打 拉 的 英语 发 i 

















sl 
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“ 咽 。 如 于 





及 | 














巴 











1 € N 画 出 来 ， 大 概 就 是 下 面 这 























we- 





6 








N 





属于 集合 N(1€N) 














5 么 ， 我 们 继续 





看 公 





理 PA2。” 











2.1.4 皮 亚 诺 公 理 PA2 


皮 亚 诺 公 理 PA2 






























































































































































































































































对 于 任意 自然 数 n， 其 后 继 数 必 都 是 自然 数 。 
| wenN lw eN| 

“这 里 虽然 写作 后 继 数 mn， 事实 上 就 是 nn 十 1 吧 。” 

“就 结果 来 看 是 这 样 ， 不 过 公理 PA2 还 没 到 那里 。” 

这 好 难 解释 啊 …… 

“: 没 到 那里 '? 什么 意思 ?” 

只 要 我 没 能 说 清楚 ， 泰 傈 拉 就 会 马上 提问 。 直 到 真正 理解 ， 她 才 
停止 思考 。 她 本 人 曾 说 “不 管 干什么 我 都 比 别 人 慢 ， 我 讨厌 这 样 "， 不 
这 种 踏 踏实 实 思考 的 态度 非常 好 。 
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“我 们 来 细 看 一 下 公理 PA2。 这 里 写 着 “对 于 任意 自然 数 n， 其 后 继 
数 n/ 都 是 自然 数 。” 这 里 写 的 是 n 不 是 nn 十 1， 对 吧 ? 话说 回来 ,在 
我 们 接 下 来 要 定义 的 自然 数 中 ,， “加” 这 个 概念 还 没有 被 定义 出 来 呢 。” 

“ 啊 ?” 

“就 结果 而 言 ，n 相当 于 m 十 1， 不 过 这 是 后 话 了 。 所 以 ， 我 们 不 能 
先入 为 主 地 认为 必 就 是 十 1， 并 带 着 这 个 观念 往 下 思考 。 

“ 嗯 ,我 差不多 明白 了 。 因 为 还 没 定 义 n 十 1， 所 以 不 能 那么 认为 ……… 
对 吗 ?” 

“对 对 , 就 是 如 此 。 话 说 , 你 觉得 公理 PA2 到 底 在 说 什么 ?也 就 是 说 ， 

所 有 自然 数 构成 的 集合 N 里 都 包含 什么 样 的 元 素 ? ” 

“ 咽 …… 因为 对 于 任意 自然 数 n, n' 都 是 自然 数 , 所 以 , 对 于 自然 数 1， 
2 也 是 自然 数 ， 对 吧 。” 

“ 泰 打 拉 ， 我 们 还 不 知道 2 这 个 数 呢 。” 

“ 哈 ? 因为 1 是 自然 数 ， 所 以 1 加 上 1 得 出 的 2 也 是 自然 数 吧 ……” 

“不 对 不 对 ， 还 不 能 “加 1。 我 们 还 没 定义 “加 ” 呢 。” 

“ 啊 ! 对 了 。 我 怎么 一 下 子 给 忘 了 呢 …… . 

“公理 PA1l1 保 证 了 “1 是 自然 数 '， 然 后， 再 结合 公理 PA2， 我们 就 
可 以 说 ' 半 是 自然 数 ， 明 白 没 ? 这 里 的 关键 就 在 于 ， 不 要 写 2， 而 要 写 
成 下 面 这 样 。” 




















“哈哈 ， 就 是 Literally 


“Literally? ” 
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“就 是 从 














而 上 跟着 








全 即 严格 按照 公理 


PA2 中 的 
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AN 

















j 语 去 描述 。 


地 跟着 公理 PA2 呀 


时 PA2D,” 她 换 了 个 说 法 。 


一 译 者 注 


车 ) 





























PAL 可 知 ， 


[NR 没 
1 十 
然 数 n，n’' 都 是 
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可 以 说 二 是 
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阿 ,我 感 
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我 99 
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这 样 


点 儿 要 4 





自然 数 ， 即 weN。 因 此 ， 如 


hleN 了 。 
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型 办 很 绕 ， 不 过 一 
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就 能 说 1eN 了 。 这 是 
然 数 ， 即 1<eN。 然 后 
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EPA2 
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把 1 套 进 n 里 ， 














领 了 。 
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的 公理 ， 
! 就 是 这 样 
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这 就 是 所 i 
道 了 结论 ， 也 要 故意 装 作 不 知 
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长 片上 的 公 
除 山 
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大 /让 


yu 
























































的 “ 装 作 不 知道 











的 游戏 ” 吧 














理 ” 


?7 




















道 的 游戏 。 





岂可 以 用 








‘经 过 








过 逻辑 











:之 外 都 不 准 用 。 























环 涂 作 不 知道 。 看 
] PAl 和 PA2 的 i 
























































数 的 集合 里 了 。 我 来 画 张 
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是 “ 装 作 不 知道 
舌 ， 就 知道 1 和 1 包 提 











的 游 


























9 99 
o 


戏 




















除 ] 


6 在 我 们 定义 的 











已 定义 的 内 
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WY 


















































N 
i 
1' 也 属于 集合 N(1 EN) 
“不 错 。” 
“学 长 ,话说 回来 ,逻辑 公式 里 出 现 的 Vn € N……” 
“ 咽 ， 这 个 是 全 称 量化 符号 'v”( 读 作 “任意 ' )， 意思 就 是 “对 于 所 有 
的 OO’。 卡 片上 是 按 下 面 这 种 格式 写 的 。 
vn EN | (关于 n 的 命题 )| 

这 里 的 意思 是 ， 对 于 集合 N 的 所 有 元 素 n,' 关 于 n 的 命题 ' 都 成 立 。 
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有 时 也 用 推出 符号 ‘过 "来 这 么 写 : 

vn [neN 过 (关于 n 的 命题 )| 

罗 辑 公式 














时 候 条 件 














!' 也 会 提前 说 明 n e N， 并 在 逻辑 











1 省 上 略 

















vn | (关于 的 






















































































N。 





以 后 ， 你 就 会 发 现 写法 可 以 








握拳 ， 




















































































































































































































那么 ， 对 工 使 



















































































自然 










































































这 几 写法 都 是 个 意思 。 看 了] 很 多 数学 书 
多 种 多 样 。” 
“这 样 阿 i 那么 ， 我 们 接 EE AN 于 四 PA3 吧 ! 97 表 采 拉 f 
高 高 扬 起 手臂 。 
“不 不 ， 公 理 PA2 还 有 可 说 的 地 方 呢 ， 泰 打 拉 。” 
“ 啥 ? 99 
2.1.5 养 大 
“我 们 已 知 1' 属于 集合 N。 也 就 是 说 ，1’ 是 自然 数 。 
公理 PA2 会 如 何 呢 ? ” 
公理 PA2: 对 于 任意 自然 数 n， 其 后 继 数 w' 都 是 
“ 难 不 成 ……… 会 出 现 后 继 数 的 后 继 数 ?” 
“ 没 错 。 在 我 们 已 知 的 自然 数 1 上 再 加 上 一 个 “”， 
然 数 。” 
1 EN 
“这 样 的 话 ， 叮 ………: 也 就 是 加 多 少 个 “所 都 行 ?” 
Q@“ 寺 ”为 推出 符号 。 例 如 ,“A 推 出 B” 可 表示 为 A 二 B。 一 一 译 者 注 






































然 数 。 


得 到 的 1” 也 是 
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leN, leN, 1’eN, 1”eN, 1”EeN, 




















“ 呼 …… 也 是 呢 。 因 为 1, 2, 3, 4, 5,.… 这 样 的 自然 数 有 好 多 ， 所 以 
也 得 有 1, i 下 二 让 a 才 行 啊 。” 
“PAl 和 PA2 这 两 个 公理 ， 养 大 了 我 们 的 自然 数 。” 
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加 I 下 A A 2 属于 集合 





























然后 把 集合 N 写成 下 面 这 样 。 

















N = {1, I 一 到 Te es } 





这 样 就 定义 了 自然 数 ， 对 吧 ?” 
“不 ， 还 没有 呢 。 我 们 目前 只 用 到 了 PA1 和 PA2 这 两 个 公理 。” 
“ 啊 ， 对 呀 。 但 是 抓 到 要 领 了 ， 就 不 好 玩 儿 足 。” 

















































































































。 可 以 使 用 公理 。 
。 也 可 以 使 用 “经 过 逻辑 性 推理 
。 可 以 重复 使 用 公理 。 


。 我 们 就 是 这 样 定 义 集 合 N 的 。 





























出 的 结论 ”。 





可 























~ 

六 
1 
t 

| ed 















































































































































“ 嗯 ， 总 结 得 很 好 。 我 们 希望 这 个 N 能 够 成 为 所 有 自然 数 的 集合 。 
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那么 , 根据 公理 PA1l 和 PA2， 我 们 已 知 集合 N 的 格式 是 {1, 1', 1”, 1”,， 





























































































































































































































































































































Lo 

“ 咽 。 这 个 集合 也 就 是 {1, 2, 3, 4, 5,.…}。 但 是 ,我们 现在 要 “ 装 作 
不 知道 '。” 

“对 对 ， 就 是 这 么 回 事 。 这 是 “ 装 作 不 知道 的 游戏 " 。 

“ 光 靠 两 个 公理 就 能 生成 无 数 个 自然 数 ， 真 厉害 呀 。 简 直 就 像 让 两 画 
镜子 面对面 …… “两 面相 对 的 镜子 的 谈话 ” 呀 。” 

“不 ， 光 用 PA1 和 PA2， 我 们 还 不 能 说 已 经 生成 了 无 数 个 自然 数 。” 

“ 汉 ?” 

泰 洒 拉 瞪 大 了 双眼 看 着 我 。 





2.1.6 上皮 亚 诺 公 理 PA3 
“不 能 说 有 无 数 个 自然 数 吗 ?可 是 ,不 是 说 加 多 少 个 “'" 都 行 的 吗 ? 
















































































没有 尽头 吧 ?” 
“对 。 但 是 还 不 能 说 “已 经 生成 了 无 数 个 自然 数 " 。 
Se 为 发 训 ” 
“你 觉得 呢 ?” 














“可 2 本 是 ， 不 都 生成 { 下 Lu 1 二 有 :} 了 吗 ? ?9 





























可 是 啊 ， 没 人 能 保证 1、1 和 17 各 不 相同 。 
“这 j 是 , 二 跟 1 是 不 一 样 的 吧 。” 
“公理 PAl 和 PA2 里 都 没 提 到 1 了 郑 1。” 
“ 喷 ? 还 要 深究 到 这 个 份 儿 上 吗 ……… ” 
“ 没 错 。 因 此 才 有 了 皮 亚 诺 公 理 PA3。” 


“ 哇 啊 ……: 亚 诺 可 真 厉害 。” 
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皮 亚 诺 公 理 PA3 
对 于 任意 自然 数 n，n/' 关 1 都 成 立 。 























vwneN |n #1| 














“我 们 可 以 根据 公理 PA3, 说 1' 关 1 吗 ?” 

“当然 。 因 为 “对 于 任意 自然 数 n，n' 关 1 都 成 立 "， 所 以 拿 1 套 在 
n' 关 1 中 的 nn 里 ，1' 关 1 就 成 立 了 。” 
“ 哦 哦 , 因为 1 是 自然 数 ……: 这 样 啊 , 原来 如 此 。 学 长 , 刚刚 我 才 发 觉 ， 
“对 于 任意 自然 数 w ”这 个 说 法 超 厉害 的 ! 不 用 管 n 是 什么 ,只 要 留意 一 

留意 n 是 不 是 自然 数 就 好 。 我 吧 ， 对 条 件 和 逻辑 这 

方面 很 不 擅长 …… 可 能 不 太 能 理解 这 种 “不 由 分 说 ”的 地 方 。” 
“ 叫 ， 你 这 方面 跟 尤 里 确实 大 不 一 样 。 尤 里 她 好 像 就 喜欢 这 种 一 锤 
音 的 还 辑 ， 这 种 “不 由 分 说 ” 的 感觉 。 不 过 ， 我 也 很 明白 你 说 的 感觉 。 
前 顾 后 这 点 跟 我 有 点 像 啊 。” 
“ 训 ? 是 是 是 …… 是 么 ?” 泰 条 拉 红 了 脸 ,“ 不 好 意思 ， 我 老 说 奇怪 
的 话 。” 

“没有 ， 没 事 的 。 你 随便 说 ， 我 也 能 从 中 学 习 嘛 。” 

我 话音 刚 落 ， 泰 打 拉 嘴角 就 澜 开 了 微笑 
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了 中 

































































































































































2.1.7 小 的 ? 
我 一 口 喝 下 了 冷 掉 的 咖啡 。 这 时 ， 泰 条 拉 举 起 了 手 。 
“公理 PA3…… 我 不 太 明 白 。” 
即使 对 方 就 在 眼前 ， 她 也 总 会 在 提问 的 时 候 举 直 
“哪里 呢 ?” 
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“公理 PA3 是 不 是 在 说 “1 是 最 小 的 呢 ?” 














公理 PA3: 对 于 任意 自然 数 n，n/' 关 1 都 成 立 。 























路 …… 吕 以 说 是 » 也 喇 以 说 不 是 。 ” 
































“公理 PA3 主张 1 有 着 特 别 的 作用 。 不 过 啊 , 还 不 能 说 1 是 “最 小 的 。 






















































































攻 末 拉面 露 难 色 ， 开 始 思 考 。 今 天 的 加 库 拉 意外 地 安静 。 平 时 的 话 ， 
因为 有 学 生 们 的 谈话 声 或 者 管 乐 社团 的 练习 声 ， 这 儿 很 是 热闹 。 
她 就 像 是 一 只 毛 昔 萌 的 小 松鼠 。 泰 洒 拉 松鼠 ……: 我 突然 想到 俄罗斯 
方块 那样 的 游戏 , 从 上 面 掉 下 来 的 不 是 方块 , 而 是 一 个 个 小 小 的 泰 条 拉 ……… 
这 么 想 着 ,我 差点 “ 哎 ”地 笑 出 来 。 
“为 什么 还 不 能 说 “1 是 最 小 的 ” 呢 ? ”她 问 道 。 
“ 呆 …… 因为 我 们 现在 要 定义 自然 数 的 集合 ， 而 数学 领域 
们 认为 理所当然 的 东西 都 还 没有 定义 呢 。” 

a 不 行 ， 我 不 明白 。” 她 有 点 怀 恼 。 

“我 们 还 没有 定义 “小 ” 这 个 概念 呢 。“ 大 ” 跟 “小 ”都 还 没有 定义 出 来 ， 
所 以 我 们 还 不 能 说 “1 是 最 小 的 '。” 
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“ 趴 ……… 就 是 说 ， 连 这 人 么 直 本 的 东西 都 还 没 定义 喘 ? 
“ 嗯 。 那 么 ,我们 回归 正题 。 还 剩 下 两 条 皮 亚 诺 公 理 。” 
“ 没 错 。” 


2.1.8” 皮 亚 诺 公理 PA4 
“ 皮 亚 诺 公 理 PA4.…-:: 


6 















































思 ， 是 这 条 。” 泰 休 拉 指 疝 卡片 。 
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皮 亚 诺 公 理 PA4 


对 于 任意 自然 数 m,n, 阁 m = 二 2 则 m=n。 





























vmeN vneN Im =w m= 


“你 应 该 会 看 了 吧 ， 这 条 。” 
“或 许 吧 ……… 那个 ， 字 面 意思 和 逻辑 公式 的 意思 我 差不多 异 了 ,，“ 字 ， 
是 “推出 ” 的 意思 ， 对 吧 ?” 


pn 因 99 
咽 o 








































































































eB 


和 若 m = ， 则 m==n” 的 意思 我 明白 。 就 是 说 “和 否 m 和 mn’ 相等 ， 
则 m 和 相等 '"。 不 过 我 不 明白 ， 这 到 底 跟 定义 自然 数 有 什么 关系 呢 ?” 
. 原来 你 是 这 里 不 明 白 o ” 









































































































































“而 时 感觉 ' 若 办 = 则 m==n’ 像 是 理所当然 的 。 因 为 
m’ 二 n' 就 相当 于 mm 十 1 二 n 十 1， 所 以 m= 二 nn 就 是 理所当然 了 吧 和 - 




































































“ 喂 喂 ， 你 又 用 错 公 理 了 。 思 路 反 了 。 你 思考 了 后 继 数 的 “含义 ， 
于 是 就 注意 到 了 m/' 意味 着 m 十 1， 这样 自 然 就 会 觉得 “着 m’==n， 则 
m= 二 nn” 是 理所当然 的 了 。 你 可 没有 完全 遵守 你 自己 说 的 “ 装 作 不 知道 的 
游戏 ”的 规则 。” 

“ 啊 …… 我 又 搞 错 了 吗 ?” 

“是 的 。 公 理 PA4 主张 的 是 ， 定 义 后 继 数 时 需 注意 后 继 数 应 满足 “着 
m 二 Wn， 则 m= 二 mn ”。 换 名 话说 ,这 条 公理 是 让 我 们 定义 一 个 求 后 继 数 
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的 运算 “'”， 而 这 个 运算 要 能 满足 ‘车 m= 二 n’， 则 m= 二 nn” 这 个 性 质 。” 
“运算 六 原来 如 此 ， 4 1， 是 运算 呀 。 名 ………: 可 是， 这 样 一 来 ， 2 
怎么 样 呢 ?” 唔 唔 ……: 脑袋 好 疼 。 明 明 是 数学 ， 却 又 不 像 是 数学 。 跟 平 销 








羊 ， 脑 袋 转 来 转 去 都 党 了 …… ” 
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泰 朵 拉 说 着 





(3 
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抱 住 了 头 。 






















































































































































































































































































































































































咽 。 假 设 运 算 “… 满足 ' 若 mm' = 六, 则 mm 一 这 个 性 质 , 那么 …… 
就 能 避 开 Loop 了。” 

“Loop……: 是 “轮子 那个 词 的 英语 吗 ?” 

“ 嗯 。 这 里 的 Loop 是 我 在 心里 画 的 概念 图 …… 我 们 已 知 NN 是 
{1,1,1”,1”,1”,.…}。 在 这 里 ,我 们 用 上 运算 “'”， 试想 一 下 “' 在 这 
个 元 素 上 来 回 走 。 那 么 ， 我 们 就 能 看 到 下 面 这 种 链条 关系 。 

lI 1 1 1 

“哈哈 ， 从 1 开始 依次 是 后 继 数 、 后 继 数 ……: 一 个 个 往 下 延伸 呀 。” 

“对 对 。 然 后 呢 ， 这 个 虽然 看 起 来 像 一 条 直路 ， 但 是 比如 ， 我 们 在 中 
途 让 1 等 于 1”。” 

“| 阿 …… 确实 可 以 。” 
“比如 ，1’ 等 于 1””， 那 么 这 个 链条 就 不 是 一 条 直线 了 ， 而 会 构成 一 
个 周而复始 的 循环 。” 








> Te 


比如 ，1' 等 于 1”， 那 么 就 会 构成 一 个 循环 


























ee 阿 ， 是 这 样 没 错 。 后 继 数 
到 | 全 
“这 跟 我 们 想 生 成 的 




















然 数 的 结构 不 一 样 。 


















































循环 ， 而 要 呈 一 条 直线 前 进 ， 对 吧 ?” 
6 等 一 人 下 1 99 
Q@ 此 处 指 “ 循 环 ”。 一 一 译 者 注 








且 走 到 1” 之后， 就 会 























我 们 希望 





然 
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数 不 要 构 

























































































































































































自然 数 " ， 所 以 才 准 备 了 公理 

































































泰 洒 拉 一 把 抓 住 了 我 的 有 拘 膊 ， 满 脸 认 真 。 
“请 等 一 下 。 我 快 明白 了 …… 我 感觉 自己 已 经 
hb 句 “思路 反 了 ”的 意思 。 公 理 展现 的 是 “mn' 应 该 具 
泰 打 拉 忘我 地 摇 着 我 的 用 膊 ， 继 续 说 道 ; 
“ 没 错 。 正 因为 皮 亚 诺 想 说 “1 是 
即 1 se N。 正 因为 他 想 说 “任意 自然 数 都 有 后 继 数 ”"， 所 以 才 ? 
PA2， 也 就 是 mw es N。 然 后 ， 因 为 没有 比 1 小 的 E 
“人 小 *。 咽 …… 正 因 为 他 想 说 “没有 后 继 数 为 1 的 自 
了 公理 PA3， 即 n/ 关 1。 然 后 …… 正 因 为 他 想 说 “后 
延伸 下 去 '， 才 准备 了 公理 PA4， 对 吧 ? ! 7” 
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到 ”了 学 长 你 说 的 


的 性 质 " ， 是 吧 ? 












































储备 了 公理 


四? ?” 



























































然 数 …… 
然 数 "， 上 月 


























继 数 一 个 个 寺 




































































你 刚刚 收 到 了 皮 ， 

















达 给 你 的 





然 数 是 什么 样子 ! ” 

















她 放 























“ 友 、 











J 腹 膊 ， 














jy 诺 发 出 的 信息 





























脸 








上- 泛 起 一 


我 ! 你 明 


了 侨 幻 








魏 了 他 






































二: 








军 ， 






























































诺 先生 发 出 的 信息 ……: 原来 就 是 这 样 的 啊 。 
泰 条 拉 叫 了 一 声 。 

我 随 着 她 的 视线 看 去 一 

米尔 嘉 微笑 着 站 在 那里 。 
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2.2 米 


和 尔 


米 


























是 在 数学 方面 没 





没 在 



































健谈 











从 我 第 一 次 遇 到 她 











人 能 比 得 上 她 。 她 戴 这 





局 

















的 才女 。 不 过 ,我 不 太 明 E 



































那 会 儿 














“原来 你 


门 在 





始 ， 就 是 如 此 。 我 很 难 明 E 


啊 !” 

















站 了 起 来 。 


嘉 一 -我 的 同班 同学 ， 擅 长 数学 。 不 ， 不 能 说 是 擅长 ， 应 该 说 
> 属 边框 的 眼镜 ,一头 乌黑 的 长 发 ， 
， 除 了 数学 她 都 在 想 


























她 的 真 $ 





E 这 儿 啊 。 泰 条 拉 ， 你 拿 卡片 来 了 么 ?” 
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米尔 需 慢 慢 


她 问 泰 傈 拉 人 


攻 
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EE 向 我 们 这 边 。 


出 手 。 











一 举 一 动 都 




















L 雅 动人 。 











ZXxZJ 炎 



































vy 把 卡片 交 给 闪 


























正 反面 


尔 嘉 ,“ 吃 "地 坐 在 了 椅子 上 。 
看 卡片 
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后 说 道 。 

































































吗 ?” 泰 条 拉 问 道 


















































! 指 各 上 屯 






































再 定义 i 























mm 二 n 这 条 公理 ,高 











Arithmetic， 也 章 

















了 一 下 眼镜 。 
“PA1~PA5 是 Peano Axioms ， 
里 的 集合 N， 








四 就 是 皮 3 


词 P(n)， 以 及 加 


o 












































诺 公 理 

















法 运算 和 乘法 运算 ， 就 能 





。 人 研究 满足 皮 
































EA 








奈 条 拉 的 内 





一 口 














是 皮 亚 话 


容 告诉 了 米 




















疾 我 

















她 绕 到 我 座位 后 
我 的 脸颊 。 
柑橘 般 的 甜 香 作 











发 丝 轻 # 
































包 击 汀 

















了 膀 看 看 

















我 感到 米 4 
(好 温暖 ) 


下 嘉 的 手 ] 















































十 么 错 





















































那 间 ， 






































中 了。 


算术 。 话 说 ， 你 











解 完 了 没 ?” 











-Ee 
尔 


证 
笔记 0 


O 





， 不 过 循环 么 


周围 的 气氛 紧张 了 




















说 法 不 贴切 ”米尔 嘉 有 
“是 吗 ”我 有 点 焦躁 , “如果 没 丰 



































抱怨 什么 吧 。 


防止 了 会 合 











“ 移 不 说 必 








个。 我 想 说 
就 防止 了 循环 。” 











的 
























































眼睛 说 道 。 


9 

















PA4， 也 就 是 说 , 没有 m 二 nw 
成 了 循环 ， 也 不 能 











是 ，PA4 防 的 是 会 合 ， 而 不 是 循环 。 虽 说 


2.2 米尔 嘉 41 
































“我 画 张 图 解释 一 下 吧 。” 
米尔 嘉 训 泰 条 拉 摆 了 摆手 。 
这 手势 是 叫 泰 打 拉 从 我 旁边 让 开 ? 
一 瞬间 ， 现 场 气氛 变 得 很 僵 。 
泰 打 拉 犹 光 了 一 下 ， 站 起 身 移 到 了 她 对 
米尔 嘉 坐 在 了 泰 打 拉 的 旁边 。 
as 认 ?” 她 是 想 坐 在 那儿 来 着 ? 
然后 她 继续 往 下 讲 。 这 、 这 个 …… 

“ 举 个 例子 ， 如 果 只 有 PA1、PA2、PA3， 自 然 数 还 可 以 形成 下 丁 
这 种 结构 。 这 更 应 该 说 是 会 合 ， 而 不 是 循环 。” 


米尔 嚣 拿 过 我 的 自动 铅笔 画 了 一 张 图 。 
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而 的 座位 。 

































































































































































































































































下 > 1 > 1 ys ei 











如 果 只 有 PA1、PA2、PA3， 还 可 以 会 合 





























“ 太 奇 怪 了 。a 这 个 元 素 是 哪儿 来 的 ?从 1 可 到 不 了 a 吧 ? ”我 反 驶 道 。 
“好 好 读 读 公理 ， 你 就 明白 了 。PA1、PA2、PA3, 不 管 是 哪 一 条 ， 
都 没 写 着 “所 有 元 素 都 是 沿 着 1 过 来 的 。 并 且 ， 光 和 赁 这 三 个 公理 ， 我 们 
也 推导 不 出 以 上 结论 。 因 此 ， 可 以 存在 不 能 沿 着 1 过 来 的 元 素 ， 比 如 这 
里 写 着 的 a。 这 就 是 说 ， 如 果 只 有 PAl1、PA2、PA3， 也 能 建立 上 面 这 
' 模 型。 就 像 你 说 的 那样 ,PA4 防止 了 循环 。 不 过 , 它 也 防止 了 a 来 会 合 。” 
“米尔 嘉 学 姐 ……” 泰 打 拉 出 声 说 道 ,“ 听 你 说 完 我 想到 ， 如 果 PA4 
禁止 会 合 ， 那 么 是 不 是 就 不 需要 PA3 里 的 必 天 1 了 呢 ?” 
“需要 。” 米 尔 嘉 马上 管道 ,“ 如 果 没 有 PA3, 而 只 有 PAl、PA2、 
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PA4， 那 么 自然 数 还 可 以 是 这 种 结构 。” 
米尔 嘉 又 画 了 一 张 图 。 






































> a >》 工 > 1 3 > > 




















如 果 只 有 PAl1、PA2、PA4， 还 可 以 是 这 种 结构 

































































































































































































































































































































































“确实 没有 会 合 , 然而 , 这 并 不 是 我 们 期 待 的 自然 数 的 结构 ……… 对 吧 ?” 
米尔 嘉 上 扬 了 尾音 ， 问 道 。 
“ 咽 。” 我 点 头 ,“ 如 果 只 有 PA1L1、PA2、PA4， 集 合 可 能 就 会 从 无 
限 远 的 地 方 跑 过 来 ， 再 跑 到 无 限 远 的 地 方 去 吧 。 
“看 来 皮 亚 诺 先生 是 经 过 深思 熟 虑 以 后 ， 才 得 出 这 个 公理 的 蚜 ……… 2 
“来 研究 最 后 一 条 公理 PA5。” 米尔 嘉 说 道 。 

2.2.1 皮 亚 诺 公理 PA5 
来 研究 最 后 一 条 公理 PA5。 

， 皮 亚 诺 公理 PA5 
假设 对 自然 数 n 的 谓词 P(n) 而 言 ， 下 面 的 (a) 和 (pb) 都 成 立 。 
(a)P(1)。 

(b) 对 于 任意 自然 数 有 P(k) 成 立 ， 则 P(k') 成 立 。 





























此 时 ， 对 于 任意 自然 数 n，P(n) 都 成 立 。 











( PO A vkeN [P(k) SP(K)] ) = neN [Po] 
(a) (0) 























公理 PA5 里 新 出 现 了 一 个 概念 ， 即 自然 数 n 的 谓词 。 这 个 自然 数 
n 的 谓词 就 是 ， 在 给 出 自然 数 n 的 具体 值 时 ， 证 P(n) 成 为 命题 的 条 件 ， 
























































下 
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这 里 把 它 叫 作 P(n)。 其 实 我 们 管 它 叫 什么 都 无 所 谓 。 公 理 PA5 叙述 了 
如 何 证 明 “ 对 于 任意 自然 数 n，P(n) 都 成 立 ”。 一 一 没 错 ， 这 就 是 数学 
归纳 法 。 自 然 数 的 定义 中 出 现 了 数学 归纳 法 ， 耐 人 寻味 。 因 为 这 瞳 示 
着 数学 归纳 法 跟 自然 数 的 本 质 有 关 。 
如 果 自 然 数 是 有 限 的 ， 例 如 只 有 1, 2, 3 这 三 个 自然 数 。 这 样 一 来 ， 
只 要 证 明 P(1),P(2),P(3) 这 三 个 命题 都 成 立 ， 就 能 证 明 对 于 所 有 自然 
数 n，P(n) 都 成 立 。 

然而 ， 自 然 数 有 无 数 个 。 我 们 不 可 能 去 实际 调查 无 数 个 自然 数 。 想 就 
所 有 自然 数 提出 某 些 主张 ， 就 必须 用 到 数学 归纳 法 。PA5 是 一 种 机 制 ， 
于 就 所 有 自然 数 来 提出 某 些 主张 。 也 正 因 如 些 ， 皮 亚 诺 公理 里 才 会 有 PA5。 
































































































































































































































































































































































































































































































































OA GO oO 
“于 个 米尔 嘉 学 姐 ? ” 泰 朵 拉 导 忧 地 开 了 口 ,“ 那 个 “数学 归纳 法 ”， 
































我 其 实 还 不 太 明白 。 虽 说 在 课 上 也 学 习 过 ……” 
“那么 ， 我 就 简单 说 说 吧 。 数 学 归纳 法 分 为 两 个 步 又。 
米尔 嘉 开 始 讲解 ， 看 上 去 很 开心。 








































































































2.2.2 数学 归纳 法 
数学 归纳 法 分 为 两 个 步骤 。 
步骤 (a) : 证 明 命 题 P(1) 成 立 。 这 就 是 所 谓 的 出 发 点 。 
步骤 (b): 证 明 对 于 任意 自然 数 k，“P(k) 成 立 ， 则 P(k 十 1) 也 成 

















































































































如 果 能 证 明 步 又 (a) 和 步骤 (b)， 那 么 就 能 证 明 对 于 所 有 自然 数 n， 
P(n) 都 成 立 。 























@ 这 是 一 种 数学 证 明 方法 ， 通 常用 于 证 明 某 个 给 定 命题 在 整个 (或 者 局 部 ) 
用 内 成 立 。 一 一 译 者 注 











然 数 范 
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这 就 是 通过 数学 归纳 法 来 进行 的 证 明 。 

















OO GO OO 


















































“这 就 是 通过 数学 归纳 法 来 进行 的 证 明 。 米尔 嘉 说 道 。 
了 




















“那么 我 出 一 个 简单 的 问题 ， 你 们 马上 就 能 解 出 来 的 那 种 。 米尔 项 
十 "就 没 法 往 下 讲 了 ， 所 以 我 在 这 里 假设 ， 
我 们 已 经 通过 皮 亚 诺 公 理 定义 了 自然 数 ， 而 且 自 然 数 跟 加 减 乘 除 这 些 运 

































































































































































问题 2-1 (奇数 的 和 与 平方 数 ) 
证 明 对 于 任意 自然 数 n， 以 下 等 式 成 立 。 





























1+3 二 5 二 … 十 (2n 一 1)=n? 











“ 啊 ， 好 …… 我 来 证 明 。 根 据 数 学 归纳 法 …… ” 

“不 对 。 米尔 嘉 大 力 襄 了 一 下 朱子 , “首先 来 编 个 例子 ， 平 党 都 是 这 
样 的 ， 蠢 货 才 会 筷 记 示例 。 
“ 啊 我 想起 来 了 ,“ 示 例 是 理解 的 试金石 对 吧 ? ” 泰 洲 拉 说 着 偷 
眶 了 我 一 眼 ,“ 先 写 一 个 具体 例子 。” 
































































































































1 一 1 一 1? 当 n = 二 1 时 
1+3= 二 4 二 2? 当 n 二 2 时 
1 十 3 十 5 一 9 一 33? 当 n 二 3 时 
“那么 ， 当 n 分 别 等 于 1,2,3 时 ， 这 个 等 式 的 确 成 立 …… 那个 ……… 


















































话说 我 写 完 有 具体 例子 才 注 意 到 ,1 十 3 十 5 十 … 十 (2n 一 1) 这 个 式 子 ， 
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是 由 对 个 奇数 相 加 而 成 的 。 

“ 没 错 。 你 注意 到 的 这 点 很 重要 。 米尔 嘉 坚 起 食指 ,“ 人 的 心 会 把 具 
体 的 例子 压缩 。 下 意识 地 找寻 规律 ， 发 现 较 短 的 表示 方法 ， 这 就 是 人 心 。 
比如 “由 ?个 奇数 相 加 而 成 " 。 有 很 多 方法 能 用 来 证 明 问 题 2-1, 不 过 这 里 ， 
你 就 试 着 用 数学 归纳 法 来 想 想 吧 ， 泰 条 拉 。” 


“好 a 各 
9 人 人心 
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咽 ……. 将 与 自然 数 n 有 关 的 谓词 P(n) 定义 如 下 。 


























谓词 P(n): 1 二 3 十 5 十 :… 十 (2n 一 1)=n? 





然后 ， 按 顺序 证 明 步 又 (a) 和 步骤 (b)。 











步骤 (a) 的 证 明 : 首先 , 证 明 P(1) 成 立 。 因 为 P(1) 即 如 下 命题 ， 
所 以 P(1) 成 立 。 




















命题 P(1): 1=1? 





这 样 一 来 ， 步 又 (a) 就 证 明 完毕 了 。 




















步骤 (b) 的 证 明 : 接 下 来 , 证 明 对 于 自然 数 k, P(k) 成 立 , 则 P(E 十 1) 
成 立 。 假 设 对 于 自然 数 P(Ek) 成 立 。 那 么 ， 这 就 相当 于 以 下 等 式 成 立 。 







































































假设 命题 P(k): 1 二 3 十 5 十 …: 十 (2K 一 1) 一 大 





7 




















接 下 来 ,我们 的 目标 是 证 明 P(k 十 1) 成 立 。P(k 十 1) 就 是 下 面 这 种 
多 式 的 等 式 。 



































目标 命题 P(k 十 1): 1 十 3 十 5 十 :… 十 (2(E+I) 一 1 一 (天 十 1 
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这 里 只 是 把 有 上 的 地 方 全 换 成 (k 十 1)。 证明 上 面 这 个 等 式 成 立 就 
是 我 们 的 目标 。 那 么 ,我 们 先 由 等 式 P(k) 变换 出 等 式 P(k 十 1)。 等 式 


P(R) 也 就 是 下 面 这 个 等 式 。 














































































































1 二 3 十 5 十 … 十 (2k 一 1)= 























我 们 思考 一 下 把 该 等 式 的 左边 变 成 等 式 P(k 十 1) 左边 的 情况 。 
为 此 ， 我 们 在 该 等 式 的 两 边 加 上 (2(k 十 1) 一 1)。 





























1 二 3+5 二 .二 (25 一 1 十 (28+1) 一 IJ 三 和 二 (2 二 1) 一 1 





去 掉 括 号 。 





二 有 十 2(k 十 1) 一 1 


























继续 去 括号 。 

=k?+2k+2—1 
计算 常数 部 分 。 

一色 十 25 十 工 
因 式 分 解 。 

= (k++1)? 

















好 了 。 下 面 ， 我 们 把 得 到 的 等 式 重新 写 一 饥 。 




















1 十 3 十 5 十 :… 十 (2k 一 1) 十 (2(k 十 1) 一 1)= (k++1)? 


























这 跟 P(k 十 1) 的 形式 一 致 。 也 就 是 说 ， 由 假设 命题 P(k)， 可 以 扒 
目标 命题 P(& + 1)。 这 样 ， 我 们 就 证 明了 步骤 (b) 成 立 。 
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然后 ， 由 于 步骤 (a) 和 步骤 (b) 都 成 立 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 ， 可 
证 明 对 于 任意 自然 数 n，P(n) 都 成 立 。 也 就 是 说 ， 以 下 等 式 对 于 任意 上 
然 数 n 都 成 立 。 
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1 十 3 十 5 十 …: 十 (2 一 1) 一 2 





这 就 是 我 想 说 明 的 。 一 -Q.E.D. 。 
OO i OO 


“Q.E.D.。 泰 打 拉 说 。 

Q.E.D. 证 明 结 束 的 标志 。 

“完美 。” 米尔 嘉 说 。 

看 到 泰 打 拉 精 确 地 变形 了 等 式 ， 我 也 非常 吃惊 。 
“ 徐 末 拉 ， 你 不 是 说 不 太 明 白 吗 ? 为 什么 ……: ” 
“ 咽 …… 我 会 把 等 式 套 到 数学 归纳 法 的 模式 里 。 课 上 我 们 也 有 练习 过 。 
不 过 ,我 真 的 不 太 明 白 。 那个 , 我 对 步骤 (b) 一 头 雾 水 。 刚 刚 在 证 明 步 又 (b) 
的 时 候 ， 我 是 这 么 说 的 :“ 假 设 对 于 自然 数 P(Ek) 成 立 '。 可 是 ……: 可 
是 真 的 好 奇怪 啊 ! 因为 我 一 开始 想 证 明 的 是 “对 于 任意 自然 数 n，P(n) 
都 成 立 "。 然 而 在 这 里 ,我 却 感觉 简直 就 是 假设 了 想 证 明 的 条 件 。 先 假 
设想 证 明 的 条 件 ， 再 往 下 证 明 ， 感 觉 好 奇怪 啊 。 虽 然 我 会 按照 数学 归 


纳 法 的 模式 来 写 出 证 明 过 程 ， 可 是 却 不 明白 为 什么 这 样 就 算是 证 明 出 
























































































































































































































































































































































































































































泰 条 拉 把 话 一 口气 说 完 后 ， 看 了 看 坐 在 号 旁 的 米尔 闫 。 
米尔 嘉 看 着 我 ， 眼 神 里 好 像 在 说 “来 ,该 你 了 ”。 













































































再 


@ 意思 是 证 明 完毕 或 证 该 。Q.E.D. 是 拉丁 片 语 Quod Erat Demonstrandum( 意 } 
是 “这 就 是 所 要 证 明 的 ”) 的 缩写 。 这 名 拉丁 片 语 译 自 希腊 语 ， 包 括 欧 几 里 得 和 阿 帮 
米 德 在 内 的 很 多 早期 数学 家 都 用 过 。 一 一 译 者 注 。 
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“这 个 问题 问 得 非常 好 ， 泰 休 拉 。 我 说 道 。 














这 个 问题 间 得 非常 好 ， 泰 条 拉 。 
我 举 个 简单 的 例子 来 解释 一 下 。 






































数学 归纳 法 可 以 比 作 多 米 诺 骨 牌 。 
我 们 想 证 明 的 是 “一 大 串 排 放 整 齐 的 多 米 诺 骨 牌 会 全 部 倒 下 ”。 
步骤 (a) 相当 于 “最 开始 的 那 张 多 米 诺 骨牌 会 倒 下 ”。 
步骤 (b) 相当 于 “如 果 第 有 下 张 多 米 诺 骨 牌 倒 下 ， 那 么 第 大 十 1 张 多 米 
诺 骨 牌 也 会 倒 下 ”。 换 句 话说， 就 是 “如 果 一 张 多 米 诺 骨牌 倒 下 ， 那 么 下 
大 骨牌 也 会 倒 下 ” ， 好 好 想 想 看 。 
















































































































































































































































































来 
KS 
迷 
En 






































。 如 果 一 张 多 米 诺 骨 牌 倒 下 ， 那 么 下 一 张 多 米 诡 骨 牌 也 会 倒 下 。 
和 实 上 ， 多 米 诺 骨牌 会 倒 下 。 
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山中 





























这 两 个 条 件 完全 不 同 吧 ? 泰 洲 拉 。 









































OO © oO 
“ 噢 噢 .…… 确实 ， 想 象 一 下 眼前 摆 着 多 米 诺 上 骨牌 的 话 , “如果 一 张 多 



























































米 诺 骨 牌 倒 下 ， 那 么 下 一 张 多 米 诺 骨 牌 也 会 倒 下 " 跟 “事实 上 ， 多 米 诺 骨 
牌 会 倒 下 ’ 完全 不 同 呢 ……” 
“是 吧 。 我 说 ,“ 而 且 ， 由 于 断 句 的 间 题 ， 人 们 经 营 会 产生 一 些 误会 。 
例如 ， 数 学 归纳 法 的 步骤 (b) 是 下 面 哪 一 个 ?” 





















































































































































(1) 对 于 任意 自然 数 有 ,，“P(k) 成 立 ， 则 P(k 十 1) 也 成 立 ”。 
(2)“ 对 于 任意 自然 数 k，P(k) 成 立 ”， 则 P(E 十 1) 也 成 立 。 
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a 啊 ! 原来 如 此 ! 数学 归纳 法 里 用 的 是 (1) 吧 ! 我 觉得 我 好 像 想 
到 (2) 那 边 去 了 。” 
“ 没 错 。 我 点 头 。 






































解答 2-1( 奇 数 的 和 与 平方 数 ) 
把 等 式 1 十 3 十 5 十 ... 十 (2n 一 1)==n? 成 立 写 作 P(n)， 并 使 用 数 
Se 
(a ES 所 由 雇 册 成 立 5 
(b) 假设 对 于 自然 数 大 ，P(R) 成 立 ， 则 以 下 等 式 成 立 。 



























































1+3 二 5 十 ... 二 (2k 一 1)=k2 



































在 等 式 两 边 加 上 (2(k 十 1) 一 1)， 整 理 得 到 以 下 等 式 。 























T4345. (2 1)+ (2(k41) 1)=(k4 1) 
义 上 等 式 成 立 ， 即 P(E 十 1) 成 立 。 
因为 以 上 (a) 与 (b) 丝 成 立 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 ， 对 于 任意 自然 
数 n，P(n) 都 成 立 ， 即 以 下 等 式 成 立 。 




































































1+3+5 十 .. .十 (2m -1)=n? 


2.3 在 无 数 脚 步 之 中 


2.3.1 有 限 ? 无 限 ? 
天 色 彻底 暗 了 下 来 。 
我 们 三 人 走出 加 库 拉 ， 一 起 前 往 车 站 。 我 们 排 成 一 列 ， 在 窗 窗 的 小 


路 上 前 后 走 着 ， 最 前 面 的 是 泰 杀 拉 ， 然 后 是 我 ， 米 尔 嘉 走 在 最 后 面 。 
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我 边 走边 想 : 
脚步 ， 要 一 步 步 辐 前 迈 。 我 们 不 可 能 提前 知道 所 有 的 脚步 。 


生活 ， 要 一 天 天 往 下 过 。 我 们 不 可 能 提前 知道 所 有 的 生活 。 



















































































我 们 不 知道 接 下 来 会 发 生 什么 。 


























未 来 总 是 像 一 条 膀 鹏 、 难 解 的 道路 。 
































不 过 ， 我 们 的 回忆 或 许 会 留 在 这 脚步 之 中 。 












































曾 在 春雨 中 ， 与 泰 采 拉 伞 下 同行 …… 
也 曾 在 蓄 红 色 的 光线 下 ， 与 米尔 嘉 相依 前 行 …… 



































忆 ， 都 在 这 无 数 的 脚步 之 中 。 
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泰 洒 拉 转 过 头 ， 对 我 们 说 了 和 句 话 : 
“ 光 用 五 条 公理 就 能 定义 自然 数 ， 真 厉害 呀 ……” 


是 啊 。 我 表示 同意 ,“ 不 过 ， 这 人 么 一 想 ，PA5 还 真是 复杂 啊 。 虽 说 


















































































































































“用 有 限 抓 住 无 限 。 确 实 很 有 购 力 。” 米 尔 胎 说 道 , “不 过 , 就 算是 无 限 ， 
也 是 受 某 种 形式 、 某 种 限制 、 某 种 写法 所 制约 的 。 我 们 不 能 用 既定 的 
式 来 记叙 尚未 定型 的 无 限 。 
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2.3.2 动态 ? 静态 ? 
“可 以 说 ， 皮 亚 诺 用 叫 作 后 继 数 的 “下 一 步 ， 走 向 了 叫 作 自 然 数 的 
无 限 么 ?” 我 一 面 走 ， 一面 说 着 。 
“也 不 能 小 看 这 “下 一 步 ' 呢 。” 泰 条 拉 说 道 ,“ 数 学 归纳 法 也 是 一 步 


步 地 来 证 明 的 …… ” 
























































































































































几 
NN 

















2.3 在 无 数 脚步 之 中 51 

















“一 步 步 地 来 证 明 …… 这 种 动态 概念 对 么 ? ”米尔 嘉 说 道 ,“ 数 学 归 
纳 法 看 上 去 像 是 一 步 步 地 来 证 明 的 。 虽 然 这 么 想 也 没什么 不 好 ,但 是 ， 
数学 归纳 法 表示 的 是 “命题 对 于 所 有 的 自然 数 都 成 立 "。 这 是 静态 概念 。 
这 个 说 法 不 是 针对 一 个 个 自然 数 ， 而 是 针对 由 所 有 自然 数 构成 的 集合 。 
利用 逻辑 的 力量 ， 一 口气 抓 住 全 部 。 你 用 的 “多 米 诺 骨 牌 的 比喻 ”还 不 错 ， 

























































































































































































































































































“我 、 我 也 ……” 泰 及 拉 开 口 “我 也 这 么 想 过 , 在 学 长 教 我 数列 的 时 候 。 
比如 ,假设 存在 “对 于 所 有 自然 数 ，an < an+1 都 成 立 " 这 个 说 法 ， 如 果 
一 个 个 去 看 数列 ， 就 会 感觉 " 啊 ， 数 列 在 渐渐 变 大 " 。 可 是 光 看 “对 于 所 
有 自然数 ，an < an+1 都 成 立 ” 这 个 说 法 ， 就 会 有 米尔 闫 学 姐 说 的 那 种 静 
态 的 感觉 。 
“用 皮 亚 诺 公 理 可 以 定义 自然 数 集 。 定 义 自然 数 用 到 的 是 “集合 跟 逻 
辑 '。 皮 亚 诺 是 想 用 集合 跟 逻 辑 来 建立 数学 的 基础 。” 
“用 集合 跟 逻 辑 ， 建 立 数学 的 基础 …… ”我 重复 道 。 
“ 啊 ! 黄 灯 了 1!” 
泰和 杀 拉 叫 着 ， 跑 过 了 人 行 横道 。 这 位 活力 少女 刚刚 跑 过 马路 ， 信 和 号 


灯 就 变 成 了 红色 ， 我 跟 米 尔 嘉 在 道路 的 这 一 侧 站 住 了 。 
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由 














泰 末 拉 冲 我 们 这 边 招 着 手 。 
回应 。 
“ 啊 ， 对 了 。” 我 对 身 旁 的 米尔 嘉 说 道 ,“ 刚 刚 在 加 库 拉 …… 我 没 想 到 
你 会 坐 到 泰 休 拉 的 身边 。 
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沉默 。 





























过 了 一 会 儿 ， 米 尔 直 视 着 信号灯， 突然 开 了 口 : 
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“…… 华 在 对 面 更 能 看 清楚 你 的 样子 。 












































“绿灯 了 。” 


2.4 万 里 


2.4.1 加 法 运算 ? 


(3 








[~ xx 


亚 计算 术 真有 意思 哎 。 尤 里 说 道 。 
今天 还 是 与 以 往 一 样 的 周末 。 我 和 尤 里 在 我 的 房间 。 尤 里 纺 着 我 ， 
让 我 给 她 讲 皮 亚 诺 算术 。 

“是 吗 ? 哪 里 有 趣 了 ?” 

“这 个 嘛 ， 根 据 公 理 能 一 锤 定 音 。 一 开始 只 给 出 了 1， 然后 为 了 生成 
后 继 数 , 准备 了 运算 “”。 只 用 这 点 条 件 ， 就 能 一 口气 生成 无 数 个 自然 数 。 
而 且 ， 还 事先 准备 了 公理 来 防止 出 现 会 合 。 真 是 无 懈 可 击 呀 ! 人 家 最 喜 
欢 这 种 了 。 皮 亚 话 滴水 不 漏 ， 真 行 啊 ! ” 

2 你 可 真 敢 说 啊 ， 尤 里 。 

“话说 ,“ 加 法 ”也 能 定义 吗 ?” 
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4 于 任意 自然 数 n，n 十 1= mn 都 成 立 。 
ADD2 对 于 任意 自然 数 m,n，m 十 7 == (m 十 n)' 都 成 立 。 






































“ 诸 ? 这 样 真 的 能 定义 加 法 吗 ? ”万 里 问 道 。 


“ 嗯 ， 可 以 呀 。 应 该 说 这 样 能 定义 “十 " 这 种 运算 。 
























































2.4 克昌 
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CN 
CD 











“那么 ， 我 来 试 试 1 十 2=31” 
“好 啊 。 不 过 要 计算 的 不 是 1 十 2， 而 是 1 十 1'。” 




























































































es 认 ? 呵 ， 是 呢 。 因为 我 们 还 不 知道 2 呢 。” 
1+1= (1+1) 假设 公理 ADD2 中 , m= 二 1,n=1 
一 (1) 假设 公理 ADD1 中 , n=1 
=1" 去 括号 











“因此 ， 等 式 1 十 1 = 1 成立。 然后 ， 只 要 把 1 跟 1” 分别 起 名 为 2 
和 3， 就 可 以 证 明 1 二 2=3 了 。” 


人 





















































了 和 人 2 半 3 三 5 呢 ?” 























1 十 1"=(1’ 十 1 假设 公理 ADD2 中 , m=1, n=1 
二 ((1' 十 1))” 假设 公理 ADD2 中 , m=1,n=1 
=(((1))")’ 假设 公理 ADD1 中 , n=1 
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因此 , 等 式 1 十 1”== 1 成立 。 然 后 , 跟 刚才 同 理 , 只 要 把 1,1”,1” 
电 名 为 2, 3, 5， 就 可 以 证 明 2 十 3 二 5 啦 。” 
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2.4.2 公理 呢 ? 



































“话说 回来 , 泰 打 拉 真是 不 可 思议 。 嘴 里 说 着 不 明白 不 明白 , 却 “ 喘 嘛 地 
就 弄 明 白 了 。 哥 如， 那个 泰 条 拉 到 底 是 什么 人 啊 ? ” 
导 。 泰 打 拉 她 呀 ,之 前 还 总 跟 我 说 不 太 会 做 数学 呢 。 
她 很 努力 ， 也 非常 勤奋 。 尤 里 你 也 应 该 向 她 学 习 。” 

a 秆 ， 哦 。 万 里 皱 起 了 眉 ， 不 过 又 马上 答 答 肩 继 续 说 道 ,“ 米 尔 
嘉 大 人 也 是 风采 依旧 呢 螨 。 米 尔 嘉 大 人 到 底 是 怎么 学 习 的 啊 ……” 

尤 里 很 缘 拜 米尔 嘉 ， 管 她 叫 "米尔 嘉 大 人 ”。 
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“米尔 嘉 也 肯定 是 踏 踏实 实地 在 学 呀 。” 




















不 对 劲 啊 ， 哥 哥 。” 





























… 话 说 数学 归纳 法 也 很 有 意思 。 关 于 所 有 自 


























然 数 n 的 证 



































nn 个 奇数 相 加 而 得 到 的 结果 ” 相当 于 “n 的 平方 '…… 


























里 慢 慢 抬 起 头 ， 表 情 略 显 严 

















里 啊 
十 么 





我 吓 了 一 跳 。 














立山 
OD 





9 7 









































确实 如 此 。 























“里 开始 坏 笑 。 











“不 
6 


这 
“对 





交 没 在 





人 














定义 等 号 “= ”， 还 没有 定义 


… 你 说 得 对 。” 
































! 出 现 的 大 部 分 符号 都 还 没 定义 1 








时 了 号 “< :了 呢 1” 























可 以 用 等 号 ”哥哥 你 刚刚 定义 了 加 号 “+ ”， 还 没有 定义 等 号 





























































































































F 于 
FU 9 








都 没有 定义 。 定 义 是 由 公理 产生 的 吧 ? 那么 …… 


注视 着 我 说 道 : 














二 、€、V、 沪 这 几 个 符号 的 公 























E 在 哪儿 瞄 ?” 























2.4 万 里 55 


邮 





不 管 要 证 明 整 数 的 何 种 性 质 ， 

都 必须 在 某 处 用 到 数学 归纳 法 。 

因为 ， 只 要 追溯 至 基本 概念 就 会 发 现 ， 
整数 本 质 上 是 通过 数学 归纳 法 定义 的 。 


高 德 纳 卫 








中 Donald Ervin Knuth， 著 名 计算 机 科学 家 ， 算 法 与 程序 设计 技术 的 先驱 者 、 斯 坦 
福 大 学 计算 机 系 荣 休 教 授 、 计 算 机 排版 系统 TEX 和 METAFONT 字 体系 统 的 发 明 
人 ， 著 作 有 《计算 机 程序 设计 艺术 》 系 列 等 。 一 一 编者 注 
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No. 


Date 








我 的 笔记 ( 皮 亚 诺 算术 ) 


weN |w #1| 


vmEN vneEN [m=n mn 





(PO) AVk E N|P(k) => P(k')|) >wne N|P(n)| 
加 法 运算 的 公理 


vneN [n+1=n| 


vmEN vneN |m+tn’ = (m+n)| 


vneN [nx1=n| 


vmeEN weN [mxn =(mxn)+m| 


wnenN [= < 1)| n 不 会 小 于 1 





或 
vmeN veN [mm<n) (mm<nvm=| 

















第 3 章 


伽利略 的 犹 季 





相反 ， 是 语言 不 确切 。 
这 东西 无 法 表达 的 原因 是 它 太 确切 了 ， 

以 至 于 语言 无 法 表达 。 

一 一 克利 夫 . 刘易斯 《空间 三 部 曲 2: 皮尔 兰 德 拉 星 》 由 


3.1 集合 


3.1.1 美人 的 集合 
“…… 哥 ， 哥哥! 哥哥 ! 快 一 -起 一 一 来 !” 
震 耳 欲 舍 的 叫喊 声 把 我 从 梦 中 响 醒 。 是 尤 里 
“ 别 趴 桌 睡 觉 嘛 ! 7” 
“我 只 是 在 闭 目 沉思 。 我 回 道 。 
“你 口水 都 流出 来 了 噶 ! 7” 
我 慌忙 拿手 抹 了 抹 嘴 。 
“ 骗 ! 你 ! 的 ! 啦 ! ”万 里 笑 了 。 


“ 呢 ”忽然 感觉 好 无 力 。 
































































































































































































































今天 是 周末 。 这 里 是 我 的 房间 。 尤 里 跟 平时 一 样 来 我 家 里 玩 儿 。 虽 




















@ 祝 平 译 ， 译 林 出 版 社 ，2011 年 1 月 。 译 者 注 。 




















58 第 3 章 伽利略 的 犹豫 


然 她 本 人 坚持 说 是 来 学 习 的 …… 
哥哥， 今天 教 我 “集合” 鹃 ?” 
i 

“对 啊 。 前 几 天 我 们 数学 课 快 下 课 的 时 候 ， 老 师 说 “我 来 讲 讲 有 意思 
的 数学 吧 " ， 就 讲 起 了 集合 。 哥 哥 你 之 前 不 是 也 提 过 集合 么 ?所 以 人 家 也 






































































































































< 咽 咽 
“不 过 啊 , 我 们 老师 说 “集合 就 是 聚集 在 一 起 ， 比 如 说 美人 的 集合 等 '。 
老师 话音 刚 沙 ,大 家 立即 在 教室 里 炸 开 了 锅 。 大 家 都 在 想 : 美人 是 谁 呀 ? 
然后 老师 又 说 “这 个 美人 的 集合 ， 不 是 我 要 讲 的 那个 集合 。 真 是 的 ， 简 
其 妙 嘛 。” 
“我 倒 觉 得 ， 对 初中 生来 说 ， 用 数学 的 例子 比较 好 呢 。” 我 说 道 。 
“数学 的 例子 ?” 
“ 嗯 。 咱 们 就 一 起 来 看 看 吧 。” 我 挫 开 笔记 4 


“好 呀 。 无 里 戴 上 她 的 树脂 边框 眼镜 说 道 。 


































































































































































































































































































a 
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3.1.2 ”外 延 表 示 法 

“ 尤 里 ， 你 能 举 几 个 2 的 倍数 吗 ? 在 自然 数 的 范围 内 就 行 。 
“ 咽 ， 没 问题 。2 呀 ，4 呀 。” 
“ 没 错 。 你 试 着 从 2 开始 依次 说 出 2 的 倍数 。 

“明白 了 ， 嘱 .………: 和 象 2, 4, 6,8, 10, 12, 14, 16,.… 这 样 ?” 

“ 嗯 。 我 们 把 聚集 在 一 起 的 所 有 的 2 的 倍数 叫 作 “2 的 倍数 的 集合 ”， 


然后 ， 我 们 这 么 写 它 。” 




































































































































































{2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16,...} 





“这 不 就 是 列 出 来 吗 ?” 
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。 用 半角 逗号 “,” 把 具体 元 素 隔 开 。 

。 元 素 可 以 按 任意 顺序 排列 。 

。 如 果 有 无 数 个 元 素 ， 就 在 最 后 加 上 省 略 号 “.….”。 
。 然 后 把 所 有 内 容 用 大 括号 括 起 来 。 



































“大 括号 是 什么 ?” 


“就 是 gs 












































“ 嘿 。 那 个 …… 集合 就 是 一 堆 数 吗 ?” 
“不 一 定 是 “一 堆 数 * 。 总 之 ， 是 一 堆 “东西 "。 






















































































“把 东西 渗 在 一 起 ， 用 大 括号 括 起 来 就 好 了 吧 ? 简单 ， 简 单 !” 
“不 过 称呼 的 时 候 就 不 要 叫 东 西 了 ， 要 叫 元 素 。 











































































































“我 们 把 一 个 个 
是 » 
“比如 说 ，10 是 “2 的 倍数 的 集合 ”的 元 素 。 我 们 用 符号 “e ?来 





叫 作 元 素 。 


作 
5 


于 集合 的 性 


-ml 


























| 
































10 € {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16,..} 






































“数学 家 还 真 喜欢 符号 蚜 。” 尤 里 答 答 肩 。 
“ 同 理 ， 要 想 表示 100 是 “2 的 倍数 的 集合 的 元 素 ……” 


“是 这 样 吧 ! ” 尤 里 探 出 身 了 忽 地 飘 来 一 缕 洗 发 水 的 香味 。 




















































































































100 € {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16,...} 


















































“ 没 错 。 硕 便 说 一 句 ， 用 式 子 还 能 表示 出 3 不 是 “2 的 倍数 的 集合 ， 
的 元 素 。 在 “e” 上 划一 条 线 ， 写 作 “ Pa 
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3 ¢ {2,4,6, 8,10, 12, 14, 16,...} 









































“简单 ， 简 单 ……… 话说 ，1 也 不 包含 在 这 个 集合 里 呢 。” 
“ 嗯 。 呀 ! 你 刚刚 说 的 是 “不 包含 ” 么 ?” 

“怎么 ?” 
“最 好 说 “1 不 属于 这 个 集合 。” 


哥哥 ! 你 今天 太 严 格 了 啦 ! 净 在 意 这 些 细 枝 末节 的 ! 7” 


































































































“我 展 味 了 ， 肚 子 也 俄 了 。 

“ 尤 里 ， 可 还 没 到 吃 点 心 的 时 候 哟 。” 

“ 唔 ， 我 已 经 感觉 到 了 阿姨 跟 我 之 间 的 心 电 感应 !” 
万 里 “ 哗 哗 哗 ” 地 学 痢 机 器 人 ， 走 出 了 房间 。 
没 过 一 会 儿 ， 外 面 就 传 来 了 “阿姨 ~ 我 要 吃 点 心 ~ ”的 撒娇 声 
真是 的 …… 说 得 我 肚子 也 俄 了 。 





























































































































.3 餐桌 

我 来 到 餐厅 。 尤 里 正在 吃 年 轮 蛋 糕 。 

“ 呵 ， 哥 哥 你 吃 吗 ? 很 好 吃 哦 1” 

“你 也 来 一 个 吧 ? 很 好 吃 的 。 我 妈 把 盘子 递 到 我 跟前 。 











































































































了 








“无 里 ， 你 也 太 快 就 展 味 了 吧 。 我 把 笔记 本 在 桌 上 挫 开 ， 然 后 迅速 






























































里 塞 了 一 大 口 年 轮 蛋 糕 。 哇 ， 真 甜 呐 …… 






































“这 个 嘛 ， 人 家 会 腊味 ， 是 因为 要 记 的 东西 太 多 啦 。” 
“好 吧 尤 里 ， 那 我 们 用 猜谜 的 形 
“不 愧 是 哥哥 。 果 然 是 人 家 的 专属 老师 !” 



































































































































“这 个 是 集合 吗 ? ”我 在 捧 

















3.1 集合 

















的 笔记 本 上 写 了 个 式 子 。 



































































































































































































































“哥哥 ， 这 里 只 有 大 插 号 ， 没 有 东西 呀 。” 
东西" 是 什么 ?” 

ai 哥哥 你 真 坏 ， 就 是 元 素 嘛 。 没 有 元 素 还 算 集合 ?” 
“ 算 ， 这 叫 作 空 集 。 空 集 也 是 正经 八 百 的 集合 哦 。 

“ 空 集 …… 没 东 西 聚 在 一 起 也 算 集合 是， 空空 的 。 
“那么 ， 这 是 集合 吗 ? ”我 又 继续 写 道 。 
































{1} 





















































“ 哩 哩 99 
TS 





























“那么 ， 这 个 成 立 吗 ?” 











“为 什么 ?” 
“因为 …… 喇 ， 我 不 知 














“很 好 。 刚 刚 还 抱怨 ， 你 这 不 是 记得 生 


1€{1} 























J 替 林 iF 
清楚 嘛 。” 





{1}:e {1}? 


有 | 不 好 说 ， 成 立 ?” 


、\ 97 


址 。 




















“{1} ef1} 是 不 成 立 的 。{1} 4 全 } 才 成 立 。” 


不 ， 元素 是 1， 所 以 可 以 这 么 写 。” 这 
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{1} ¢ {1} 





“ 喷 .……， 




















“1 是 {1} 的 元 素 , 但 {1} 不 是 {1} 的 元 素 。 自 然 数 1 跟 集 合 {1} 是 





















































不 同 的 。” 
“这 样 啊 ，e 这 个 符号 只 能 像 下 面 这 么 用 ， 
元 素 e 


























对 吧 。” 














“ 咽 , 没 错 。' 元 素 e 集合 ”是 对 的 。 不 过 ， 
某 个 集合 口 也 会 成 为 其 他 集合 的 元 素 。 o 
“集合 成 为 元 素 ? 那 是 什么 意思 ?” 







































































3.1.5 ”集合 的 集合 





















































“ 举 个 例子 ， 你 看 看 这 个 式 子 ， 这 个 成 立 吗 ?” 


{1} < {{1}, {2}, {3}} 





虹 
注 
NR 
外 
IN 
中 


0 这 个 ， 成 立 么 ? 























这 个 成 立 。 你 好 好 看 看 右边 的 集合 。 我 把 4 

















{{1, {2}, {3}} 








(3 [图 77 


NO 


“{1}, {2}, {3} 这 三 个 元 素 属 卫 这 个 集合 。 
































括号 写 大 点 ,这样 方便 看 。 
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“ 啊 ! 原来 如 此 。{1} 不 光 是 集合 ， 也 是 
“ 没 错 。 一 旦 注意 到 这 点 ， 你 就 会 明白 ， 






































大 的 集合 合 的 元 素 呀 ! 





这 个 式 子 是 成 立 的 。” 


{1} € {{1},{2}, {3}) 








要 注意 一 点 : 在 某 些 情 况 下 ， 


7? 
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“有 意思 ! 我 开始 觉得 集合 有 点 意思 了 ! 这 个 嘛 ， 就 像 盛 着 数 的 盘子 
到 在 一 起 一 样 。” 
下 1 
2 2 
3 3 
{1} 盛 着 1 的 盘子 
{2} 盛 着 2 的 盘子 
{3} 盛 着 3 的 盘子 
{{1, {2}, {3}} 盛 着 “成 着 1 的 盘子 、 
成 着 2 的 盘子 、 
盛 着 3 的 盘子 ”的 大 盘子 
“ 没 错 。” 尤 里 的 脑子 转 得 真 快 啊 。 
“这 样 的 话 ……… 哥哥 ， 那 这 个 式 子 也 对 吧 ?” 
1 ¢ {{1),{2}, {3}) 
“ 咽 ， 没 错 ，1 没有 直接 盛 在 大 盘子 里 。 
“还 有 还 有 ， 这 个 也 对 吧 ?” 
{1,2,3} € {{1,2,3}} 
“对 对 。 大 盘子 上 盛 个 装 有 1,2, 3 的 小 盘子 。 你 挺 明白 的 嘛 ， 
尤 里。 
[79 里 咽 1 39 
“那么 ， 我 出 一 道 题 。 你 能 写 出 一 个 集合 ， 让 它 只 包含 1 和 {1} 这 两 
个 元 素 吗 ?” 
“ 咀 …… 嗯 ! 人 简单， 简单 。 是 这 样 吧 ?” 
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Go] 





“ 喔 ， 写 得 不 错 嘛 。” 


“对 了 ,，" 尤 里 弹 了 个 啊 指 “哥哥 ,这 时 候 下 
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这 两 个 式 子 都 成 立 吧 ?” 


le ee 和 {1}e {21,02} 


4 [LA 必 上 99 
了 



































“那么 ,能 写成 下 面 这 种 形式 的 ， 只 有 1 和 {1} 吧 ? ……… 也 是 ， 这 
是 理 所 当 然 的 o ” 



























































某 元 素 /集合 < Tut) 















































“ 尤 里 ! “理所当然 也 很 重要 哦 ! 就 算是 理所当然 的 例子 ， 也 应 该 
试 着 自己 编 编 看 。 就 算是 理所当然 的 事 儿 , 也 应 该 试 着 用 自己 的 话说 说 看 。 




















































































































| 口 

































































里 你 能 做 到 这 点 ， 相 当 了 不 起 呀 1” 
哥哥 你 能 表扬 我 这 点 ， 也 相当 了 不 起 呀 1" 
















































































“那么 ,我 们 再 来 说 说 ,如 何 根 据 “ 集 合 和 集合 ” 来 生成 新 的 集合 吧 。” 
















































































“首先 是 用 于 生成 两 个 集合 的 公共 部 分 的 交集 符号 “Nn”。 用 “nN’ 连接 
{1, 2, 3, 4, 5} 跟 {3, 4, 5, 6, 7} 这 两 个 集合 而 形成 的 式 子 表示 的 也 是 一 个 
集合 。 这 个 集合 是 由 同时 属于 两 个 集合 的 所 有 元 素 构成 的 。 
























































NN 





































































































{1 2,3, 4, 5} Nn {3, 4, 5， 6， 7} 




















“ 同 时 [ES] 


























于 两 个 集合 …… 那个 ， 不 好 意思 ， 哥 哥 你 刚 说 什么 来 着 ?” 


























3.1 集合 65 












































这 个 集合 是 由 同时 局 











两 个 集合 的 所 有 元 素 构成 的 。 换 名 话说 ， 就 














山 
P| 
































{1, 2,3, 4, 5} N {3, 4, 5, 6, 7} = {3, 4, 5} 












































“ 唱 …… 啊 ， 两 个 集合 里 有 相同 的 数 呀 。” 
“ 没 错 。 所 以 ， 这 些 叫 作 公共 部 分 ， 也 叫 相交 。 我 们 来 试 着 给 相同 的 
元 素 画 上 下 划 线 吧 。 
































{1,2,3, 4,5} N {3, 4, 5, 6, 7} = {3, 4, 5} 














































































































“ 像 这 样 用 维 恩 图 来 表示 ， 就 了 然 了 。” 
iH 维 恩 图 表示 公共 部 分 
公共 部 分 


























同时 属于 集合 A 和 集合 B 的 所 有 元 素 构成 的 集合 。 
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虽 ! 

















“那么 ， 你 知道 下 面 这 个 集合 


























{2, 4, 6, 8, 10, 12,.. 





























“ 咽 ? 因为 是 由 6 和 12, 还 有 “…? 











{2,4,6,8,10,12, nm 


“ 没 错 。{2, 4, 6, 8, 10, 12,，…. 








是 由 2 的 所 有 倍数 构成 的 集合 。{3, 6， 


样 的 吗 ?” 





:}N {3,6,9,12,15,...}=? 





构成 的 集合 , 所 以 是 {6, 12, …} 对 吧 ? ” 


{3,6,9, 12, 15,，， 小 二 16,.12……} 
























































9, 12, 15,…… 是 由 3 的 所 有 倍数 构成 














的 集合 。 沿 用 这 种 说 法 的 话 ， 尤 里 




















你 刚刚 说 的 {6, 12,.….} 是 什么 
“6 的 倍数 ……… 吧 。 由 6 的 月 





{2, 4, 6， 8, 10, 12,.. 
{3, 6, 9, 12, 15,...} 
{6, 2: 。。 } 




















“对 对 。 其 中 6 这 个 数 ， 是 2 和 3 














“ 哦 哦 原来 如 此 ! ……… 喇 

































































有 倍数 构成 的 集合 。 


2 的 所 有 倍数 构成 的 集合 


























3 的 所 有 倍数 构成 的 集合 


















































6 的 所 有 倍数 构成 的 集合 


9 最 小 公 倍 数 。 














因为 是 公 共 部 分 六 嘛 。 


























“…… 只 激 动 了 一 下 下 而 已 


人 




















~ 面 这 个 呢 ?” 

















{2, 4, 6, 8, 10, 12,:…:} N {1,3, 5,7, 9, 11, 13,...} 





ES tad 更 ? 偶数 和 奇数 的 公共 


“没有 元 素 的 集合 有 一 个 特别 













































































“ 啊 ! 空 集 ! 看 ， 就 是 这 样 














? 








部 分 没有 元 素 呀 !” 
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{2,4,6,8,10,12, mtl3,5,7,9,11,13,… 小 =1{} 




















6 中 因 答 得 很 好 9 
噬 ，; “ 听 守信 O 






































“下 面 我 们 来 讲 讲 并 集 。 并 集 的 符号 是 “U " 。 看 完 例子 你 马上 就 会 明 















































{1,2, 3, 4, 5} U {3, 4, 5, 6, 7} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 
































LH 





“我 明白 了 。 就 是 把 两 个 集合 的 元 素 全 部 并 到 一 起 呐 。” 


“ 没 错 。 用 维 恩 图 表示 ， 就 是 下 面 这 样 。 

















































































































维 恩 图 表示 并 集 






































至 少 属于 两 个 集合 中 任意 一 方 的 所 有 元 素 构 成 的 集合 叫 作 这 




























































































































































































“话说 回来 ，3, 4, 5 重复 了 ， 那 么 为 什么 不 这 么 写 呢 ?” 





{1, 2， 3， 4, 5} U {3, 4, 5,6, 7} 二 人 2, 3, 3， 4, 4, 5， 5， 6， 7}? 


68 第 3 章 伽利略 的 犹豫 











“一 般 不 那么 写 。 因 为 {1, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 7} 和 {1,2, 3, 4, 5, 6,7} 
作为 集合 来 说 是 相等 的 。 
“ 训 ? 人 家 不 明 自 。 
“集合 这 东西 吧 ， 只 由 “都 包含 哪些 元 素 ' 来 决定 。 我 们 不 考虑 它 包 
含 的 某 个 元 素 的 个 数 。 使 用 “e” 这 个 符号 ,我 们 只 能 知道 “ 某 元 素 是 否 
如 于 某 集 合 ” ， 而 并 不 能 知道 属于 某 集合 的 某 元 素 有 多 少 个 。 所 以 ， 就 算 
用 {1, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6,7} 和 {1, 2, 3, 4, 5, 6,7} 这 两 种 写法 ,我们 


纪 没 法 区 分 这 两 个 集合 。” 































































































































































































































































































































































































“中 ………: j 

“而 且 ， 即 使 改变 集合 里 元 素 的 书写 顺序 ， 集 合 也 还 是 那个 集合 。 例 
如 ，{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 跟 {3, 1, 4, 5, 2, 6, 7} 就 是 一 个 集合 。” 

“原来 如 此 啊 。” 























“我 们 回 到 “U ”上 来 。 下 面 这 个 等 于 什么 ?” 

















{2, 4, 6, 8, 10, 12,.…:} U {1,3,5,7, 9,11,13,.…*}=7?7 
































“ 嗯 2 把 偶数 和 奇数 合 起 来 的 那个 。 
一 那个"? 万 里 ， 它 有 一 个 特定 的 名 字 。” 
“ 啊 ! 是 自然 数 吧 ! 7 

“ 没 错 。 等 于 自然 数 集 了 。” 
































































































































{2, 4, 6, 8, 10, 12, .…}U {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13,.…} == 自然 数 集 


3.1.8 包含 关系 
我 妈 端 来 了 花草 茶 。 
“我 不 爱 喝 这 个 。” 我 小 声 说 道 。 


















































@ 关于 0 是 否 是 自然 数 ， 学 界 存在 争议 ， 本 书 认为 “0 不 是 自然 数 "。 另外， 自然 数 集 
即 由 所 有 自然 数 构成 的 集合 ， 也 称 自然 数 集合 。 一 主考 注 
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“你 说 什么 ?” 
“没什么 ……: 
“这 多 好 的 饮料 呀 
不 过 ,不 爱 喝 的 还 是 不 爱 喝 嘛 我 腹 诽 着 。 
“好 好 闻 啊 。” 尤 里 在 一 劳 赞 道 。 
“ 尤 里 真是 个 乖 孩 子 。” 我 妈 说 着 就 回 厨房 了 。 

“目前 为 目 …… ”我 继续 讲 数 学 , “我 们 看 了 生成 公共 部 分 的 交集 运 
算 ， 还 有 生成 并 集 的 并 集运 算 。 这 两 个 运算 都 是 由 两 个 集合 来 生成 新 的 


集合 。 
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6 0 因 9 



































“我 顺便 介绍 一 下 其 他 的 符号 
表示 的 是 两 个 集合 的 包含 关系 。” 

“包含 关系 ?” 

“就 是 表示 一 个 集合 “包含 于 ' 另 一 个 集合 。 

“你 那么 说 我 哪儿 懂 啊 ， 简 

“号 ee 有 吗 ?” 

“哥哥 你 是 人 家 的 老师 ， 教 得 教 明白 呀 ! ” 

“看 一 下 有 具体 例子 ， 你 马上 就 会 明白 啦 。 现 在 ， 我 们 思考 下 印 


AS、 9 
口 o 





有 一 个 跟 它 们 很 像 的 符号 C。 它 


EE 
i 




























































































































































































演 
EE 








尽 


ny 





{1,2} 和 {1,2,3} 





cn 因 
噬 '。 





























“集合 {1, 2} 的 所 有 元 素 也 都 属于 集合 {1, 2, 3}， 对 吧 ?” 
“ 咽 。 就 是 1 跟 2 跑 。 
“此 时 ， 我 们 说 集合 {1, 2} 包含 于 集合 {1, 2, 3}。 然 后 ， 这 两 个 

的 关系 可 以 像 下 面 这 样 用 符号 C 来 表示 。” 




























































































n> 
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{1%2} El;23} 








“ 明 自 了 。” 

“可 以 说 {1,2} 包含 于 {1,2,3}, 也 可 以 说 {1, 2} 是 {1, 2, 3} 的 子 集 。” 

“ 子 集 …… 吓 ? 可 以 说 “包含 ' 了 ?” 

“对 对 。 这 里 要 用 “包含 于 ' 的 说 法 。 为 了 不 把 “元素 与 集合 的 关系 ， 
跟 集合 与 集合 的 关系 ” 搞 混 。 我 来 举 几 个 例子 吧 。” 




























































































1 志 : 1, 2,83 1 属于 {1,2,3} 
六 EE Tl 2 属于 {1,2,3} 





























3 € {1,2,3} ”3 属于 {1,2,3} 














{} 万 {1,2;,3} {} 包 含 于 {1, 2, 3} 

{1} c {1,2,3} {1} 包 含 于 {1, 2, 3} 
{1,2} Cc {1,2,3} {1,2} 包含 于 {1, 2, 3} 
{1,2,3} < {1,2,3} {1, 2,，3} 包含 于 {1, 2, 3} 








“ 喷 ， 空 集 {} 也 包含 于 {1,2, 3} 呀 。” 


6STAH » 
六 乞 


o 








“而 且 ，{1, 2, 3} 也 包含 于 它 本 身 ?” 

“对 的 。 当 集合 包含 于 它 本 身 时 , 我 们 有 时 还 会 采用 {1, 2, 3} C {1, 2, 3} 
这 种 写法 。 另 外 ， 有 时 还 会 限定 只 有 集合 不 包含 于 它 本 身 时 才能 使 用 C， 
而 且 为 了 明确 表示 集合 不 包含 于 它 本 身 , 还 可 能 会 采用 S 这 种 写法 。 不 过 ， 
这 些 要 是 能 明确 定义 下 来 就 好 了 ……… . 

“ 喇 …… 话说 ，{2} 也 可 以 吧 ?” 

“什么 “也 可 以 吧 ’?” 

“我 的 意思 是 ，{2} 也 是 {1, 2, 3} 的 一 部 分 吧 ……… 

“ 尤 里 ， 再 怎么 说 ， 你 也 得 好 好 用 一 用 新 学 的 词 吧 。” 
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x {2} 是 {1, 2, 3} 的 一 部 分 。 
V {2} 包含 于 {1,2, 3}。 
V {2} 是 {1, 2, 3} 的 子 集 。 




















“知道 了 图， 老师 。{2} 也 是 {1, 2, 3} 的 子 集 吧 !1” 
“ 嗯 ， 是 的 ， 这 位 同学 。” 


“哥哥 ， 既 然 要 叫 人 家 ， 就 好 好 叫 人 家 的 名 字 嘛 。” 
































3.1.9 为 什么 要 研究 集合 
学 习 就 此 告 一 段落 。 
万 里 从 架子 上 拿 下 瓶子 ， 掏 出 柠檬 糖 。 
“话说 ， 哥 哥 ，<、m、U、C 这 些 ， 简 直 跟 检查 视力 似 的 。 出 来 这 么 
堆 符号 ， 像 在 玩 解 六 游戏 ， 还 算 有 意思 。 不 过 啊 ， 集 合 很 重要 吗 ?” 
“这 个 嘛 …… 对 整理 数学 概念 而 言 ， 集 合 很 有 用 。 数 学 书 里 经 常会 
出 现 你 说 的 这 些 好 像 是 用 来 检查 视力 的 符号 。” 
“就 算数 学 书 里 经 常会 出 现 ， 可 今天 这 些 集 合 的 知识 ， 比 如 公共 部 分 
呀 ， 不， 不 都 是 理所当然 的 吗 ? 为 什么 这 些 很 重要 呢 ? 为 什么 数学 
家 会 去 人 研究 集合 呢 ?” 
里 用 认真 的 眼神 看 着 我 。 有 那么 一 瞬间 ， 我 看 到 了 她 的 头发 上 内 
着 的 微弱 光泽 。 
ee 我 也 解释 不 了 ， 回 头 我 去 问 问 米尔 嘉 吧 。” 
“米尔 嘉 大 人 ! 对 了 ， 对 啊 ! 我 想见 米尔 嘉 大 人 ! ” 
“来 我 们 学 校 就 能 见 到 啦 。” 
“ 啊 ? 等 到 人 家 入 学 那 会 儿 ， 米 尔 嘉 大 人 早 就 毕业 了 啦 ! 7” 
“ 嗯 ? ”其实 我 的 意思 是 让 尤 里 来 学 校 玩 儿 ， 而 非 就 读 ……: 号 ? 毕业 ? 
对 啊 ， 还 有 一 年 多 ， 我 跟 米 尔 亮 就 都 该 毕业 了 .…… 
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“把 米尔 嘉 大 人 叫 到 家 里 来 

















她 应 该 就 会 来 了 吧 。” 











“你 打算 














a 
总 之 ， 


为 什么 ， 数 学 家 会 





小 












































] 食物 来 钓 米尔 嘉 
尔 要 好 好 问 问 她 哦 ， 哥 哥 ! 





嘛 。 你 只 要 说 “ 


二 上 钩 ? 


研究 集合 呢 ? 
































97 

















77 





好 吃 的 巧克力 , 来 玩 喘 ”， 
































































































































































































































































































































































































































































































































































































































3.2 逻辑 
3.2.1 ”内涵 表示 法 

“为 了 处 理 无 限 。” 米尔 嘉 回答 道 。 

“无 限 ? ”我 不 解 。 

这 里 是 图 书 室 。 我 坐 在 老 地 方 ， 米 尔 嘉 则 背 靠 窗户 面向 我 站 着 。 她 
身 姿 讽 夹 ， 很 是 引 人 注 目 。 

“为 了 处 理 无 限 。 这 是 研究 集合 的 目的 之 一 。 她 答 道 。 

“可 是 ， 集 合 的 元 素 有 时 候 也 是 有 限 的 吧 ?” 

“当然 。 但 是 ， 集 合 是 靠 无 限 集合 由 来 发 挥 它 的 本 领 的 。 不 动用 集合 
跟 逻 辑 ， 就 很 难处 理 无 限 。” 

合 跟 过 光 生 人 逻辑 ? 

我 开始 思考 我 明白 集合 跟 逻 辑 都 很 重要 ,但 是 它们 完全 是 两 码 
事 吧 ， 集 合 是 元 素 聚 在 一 起 ， 而 逻辑 像 是 …… 数学 将 证 明 导 向 正确 方 
向 的 指向 标 。 

看 到 我 一 脸 难 以 置信 的 表情 ， 米 尔 嘉 便 继续 解释 。 她 一 边 用 食指 比 
划 着 圈 圈 ， 一 边 在 窗 前 来 回 践 步 。 每 当 她 转 过 身 时 ， 细 长 的 发 丝 都 会 在 
中 即 由 无 限 个 元 素 组 成 的 集合 ， 又 称 无 穷 集合 。 一 一 编者 注 
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1 轻 轻 飞扬 。 放 学 后 的 








多 | 




















和 我 们 























oy 
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米尔 嘉 渐 六 


「 进 入 
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于 或 









































基础 。 如 果 


集合 的 儿 




















延 表示 法 ， 





























的 关系 就 很 














楚 了 。 在 


合 的 外 延 表示 法 











的 方法 ， 对 








{2,4,6,8,10,12,…:} 外延 寻 





II 区 为 基础 ， 
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式 的 
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锌 表示 法 3 




















A OO 

















巴 ? 


合 的 外 延 表示 法 


1， 我 们 将 元 素 一 个 个 列 
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了 每 个 元 素 ， 
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FTN, 


集合 昌 
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因为 我 们 不 
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表示 法 3 


示 “2 的 所 


。 也 就 是 说 ,我 们 是 用 


各 的 内 容 不 明确 
在 内 涵 表 示 法 中 ， 我 们 将 刀 
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L 会 





\ 可 能 把 无 
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fe 
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El 











在 竖 线 6 





”的 左边 写 昌 


HT 
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{fn |n 是 2 的 倍数 } 内 涵 表 示 法 和 








在 内 涵 表 示 
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元 素 的 类 型 ， 





羽 为 我 人 











站 会 写 : 
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作为 命题 写 出 
网 各， 














站 
[eg 





了 然 。 然 而 ， 它 对 无 限 
限 个 元 素 都 给 一 一 列 出 
发 问题 


满足 的 条 





LT ， 











ij 内涵 


9 倍数 "。 




















民 5 


解 的 风险 较 人 
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要 我 们 通过 
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{n |n 是 2 的 倍数 } 
{zx |z 是 2 的 信 数 } 
{nm |n 是 偶数 } 


然 数 } 




















{2n |n 是 














下 





虽然 内 涵 表 示 法 很 有 用 ， 但 我 们 还 需要 注意 一 下 。 


如 果 没 完 没 了 地 使 用 内 涵 表 示 法 ， 就 会 产生 矛盾 。 






















































































OA OO oO 




















和 就 会 产生 矛盾 。” 米 尔 串 说 到 这 里 ， 停 下 了 脚步 。 




































































矛盾 指 的 是 某 个 命题 跟 它 的 否定 都 成 立 ……… 
“ 因 内 涵 表 示 法 而 产生 矛盾 的 一 个 著名 例子 就 是 
她 利落 地 在 我 身边 华 下 ， 凌 到 我 耳 边 轻 声 说 道 : 

















































































































3.2.2 ”罗素 悖 论 
如 果 假 设 “ 任 何 命题 都 能 表示 集合 ”， 就 会 产生 矛盾 这 就 是 罗素 


悖 论 。 在 此 我 们 采用 z gz 这 个 命题 。 

































































问题 3-1 ( 罗素 悖 论 ) 
假设 {z | x 4 z} 是 一 个 集合 ， 请 说 明 其 中 的 矛盾 。 





















































@ 英文 写作 Russell's Paradox， 又 称 为 理发 师 悖 论 ， 由 英国 哲学 家 罗素 于 1901 年 
提出 。 一 一 译 者 注 
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假设 {z | zx 4 zx} 是 一 个 集合 ， 我 们 用 R 来 表示 这 个 集合 。 














R= {xz|z¢zx} 


























在 此 ， 我 们 来 研究 R 是 不 是 它 本 身 的 元 素 ， 即 及 是 不 是 集合 {x |z 和 cz) 
的 元 素 。 
因为 我 们 已 经 假设 {x | x 4 zx} 是 一 个 集合 了 ， 所 以 按理 说 ，R 要 


时 于 这 个 集合 ， 要 么 不 属于 这 个 集合 。 也 就 是 说 ， 以 下 命题 不 是 真 命题 ， 
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Re{rz|zg¢zx} 

















(1) 假设 命题 RE {zx | x 4 zx} 为 真 , 则 R 是 集合 {x | x 4 x} 的 元 素 。 
此 时 ，BR 满足 命题 z 4 x 。 换 句 话 说 就 是 ， 下 面 的 命题 为 真 。 



























































R¢R 























在 此 ,我 们 用 {x | x 4 zx} 来 代 换 “R 4¢ R” 右 边 的 R， 则 代 换 后 的 命 


























R¢{z|z¢7r} 





然而 ， 这 样 就 跟 我 们 原本 假设 的 以 下 命题 相 矛 盾 了 。 























Re{rz|zg¢z} 





(2) 假设 命题 RE{fzlz 和 zh}+ 为 假 , 则 及 不 是 集合 {zljzgzly 的 
元 素 。 此 时 ，R. 不 满足 命题 x 4 xz 。 换 句 话 说 就 是 ,命题 R 4 及 是 假 命题 。 
J 


也 就 是 说 ， 以 下 命题 为 真 命 题 。 
































RER 
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在 此 ， 我 们 用 {z|1z 和 oz 代 换 “RER” 右边 的 及 , 则 以 下 命题 也 为 









































Re{z|zg¢zx} 





然而 ， 这 样 就 跟 我 们 原本 的 假设 "命题 Re {zx |x 4 x} 为 假 " 相 矛 
































(1) 和 (2) 可 知 ， 此 处 产生 了 矛盾 ， 
为 真 还 是 为 假 ， 矛 盾 都 会 产生 。 
证 明 到 此 为 止 。 
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解答 3-1 (罗素 悖 论 ) 


我 们 讨论 了 集合 {z | x 4 x} 是 否 是 自身 的 元 素 。 不 管 假设 它 是 它 本 
身 的 元 素 ， 还 是 假设 它 不 是 它 本 身 的 元 素 ， 矛 盾 都 会 产生 。 





























































































































豆 小 聪明 ， 是 躲 不 开罗 素 悖 论 的 。 因 为 罗素 悖 论 是 单 赁 集合 中 最 
要 的 “e” 来 产生 矛盾 的 。 


为 了 防止 矛盾 产生 ， 就 需要 给 集合 的 内 涵 表 示 法 里 用 的 命题 加 一 些 
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吊 








































































































我 举 一 个 简单 的 限制 条 件 的 例子 。 设 一 个 全 集 吕 U， 如 果 在 的 
范围 内 思考 集合 ， 那 么 内 涵 表 示 法 就 相对 稳妥 一 些 。 也 就 是 说 ， 不 是 像 
{z | P(z)} 这 样 无 限制 地 使 用 命题 P(z) ， 而 是 像 Tz|zeUAP(z)} 这 
样 ， 只 针对 集合 U 的 元 素 x 来 使 用 命题 P(z)。 




































































































































































Q@ 全 集 指 的 是 包含 我 们 所 研究 的 问题 中 涉及 的 所 有 元 素 的 集合 。 一 一 译 者 注 
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3.2.3 集合 运算 和 逻辑 运算 
内 涵 表 示 法 用 命题 来 表示 集合 , 因此 ， 集 合 与 逻辑 密切 相关 也 很 正常 。 
集合 运算 和 逻辑 运算 的 对 应 关系 非常 清楚 。 
合 <----- > 逻辑 
集合 A={z|P} <-----> 命题 P 
集合 B={z|Q} <---- > 命题 Q 
公共 部 分 AnB < -> 逻辑 与 DPAQ(P 且 Q ) 
并 集 AUB <- 逻辑 或 2P VQ(P 或 Q ) 
全 集 U <----- > 具 
空 集 《一 -- > 假 
补 集 A <----- > 否定 -P( 非 P) 
补 集 A 指 的 是 由 属于 全 集 U, 但 不 属于 集合 A 的 所 有 元 素 构成 的 集合 。 
德 . 摩根 定律 也 很 美 。 
集合 ”<-----> ， ， 逮 辑 
AnB=AUB 9 > -(PAQ)=-PYV-Q 
AUB=ANB <----- > -(PVQ)=-PA-Q 
德 . 摩根 定律 为 什么 美 ? 
因为 上 面 的 四 个 式 子 能 用 同一 种 写法 来 表示 …… 这 么 说 ， 你 应 该 不 
明白 吧 ? 
德 . 摩根 定律 的 写法 是 下 面 这 样 的 。 
R(Cz,y)) 三 9(PZ) h(y)) 
@ 又 称 合 取 。 一 一 译 者 注 














@ 又 称 析 有 
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9 这 里 出 现 的 f(zx， 机 、9(z,y)、j(zZ) 这 三 种 函数 像 下 面 这 样 具 
体 写 出 来 ,我 们 就 会 发 现 ， 德 . 摩根 定律 能 表示 上 面 所 有 的 式 子 。 

































































f(z,y) | g(x,y) | h(x) h(f(z,y)) = g(h(z),h(y)) 
Ny TUyYy T ANB = AUB 

& yy 全 区 1 ba AUB = ANB 

TAYy TVY 二 多 (PAQ) = PY=Q 
TVY TAY 六 (PVOQ) E-PASSQ 

































































内 涵 表 示 法 是 通过 逻辑 来 表示 集合 的 。 不 管 是 多 么 抽象 的 概念 ， 只 
能 通过 逻辑 来 表示 ， 就 能 以 集合 的 形式 令 它 “开花 结果 ”， 令 它 成 为 数 
学 的 研究 对 象 。 虽 说 我 们 在 使 用 内 涵 表 示 法 时 仍然 需要 留心 不 能 引发 矛盾 ， 
但 数学 的 研究 对 象 的 范围 会 得 到 惊人 的 拓展 。 
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不 管 是 代数 、 几 何 , 还 是 分 析 , 我 们 都 能 用 集合 跟 逻 辑 来 表示 研究 对 象 。 
和 而且， 数学 本 身 也 能 成 为 数学 的 研究 对 象 。 


只 要 使 用 集合 跟 逻 辑 ， 就 连 “ 用 数学 研究 数学 ”都 能 办 得 到 。 









































































































































ge 就 连 “ 用 数学 研究 数学 ” 都 能 办 得 到 。” 米 尔 驯 说 道 。 
米尔 器 流畅 的 解说 竞 让 我 有 了 丝 丝 醉 意 。 
“用 数学 研究 数学 ” 指 的 是 ?” 








































































































图 书 室 入 口传 来 了 很 大 的 声响 。 
是 活力 少女 一 一 泰 朱 拉 。 





3.3 无 限 


3.3.1 双 射 乌 筹 























“哎哟 哟 哟 哟 ……” 泰 杀 拉 揉 着 膝 善 走 

















“怎么 了 ? ”我 问 道 。 














“对 、 对 不 起 ， 打 扰 到 你 们 
了 应 该 是 瑞 谷 老师 放 在 那 

















了 。 我 不 小 心 指 

















到 门口 那个 运 














儿 的 吧 ， 好 危险 呀 。 



































凑 
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TT 
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都 放 在 那儿 
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Lo 





人 东西 太 多 了 ,我 眼睛 有 点 伦 。” 






























































“你 肯定 是 想 把 所 有 东 
































“ 唱 …… 话说， 今天 讨论 

















西 都 眼 完 吧 。” 我 回应 道 。 

















什么 问题 ? ” 




















我 跟 她 大 概 说 了 说 



































“无 限 好 难 啊 ， 数 不 清楚 








“ 数 不 清 楚 ? "米尔 下 











问 道 。 




















“无 限 个 也 就 是 没有 止境 ， 












































指 ， 然 后 小 指 对 小 指 。 





米尔 嘉 让 双手 的 指 尖 
在 她 胸 前 形成 了 一 个 小 小 的 “ 乌 笼 ”。 





























的 指 尖 碰 在 

















条 拉 问 道 。 























合 、 逻 辑 ， 还 有 无 限 的 问题 。 























E……” 泰 末 拉 咬 咕 道 。 
所 以 数 不 清 楚 吧 
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[e) 
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的 手 拉 车 
rE ” 米 


























一 起 ， 拇 指 对 拇指 ， 食 指 对 食 





碰 在 一 起 一 

































































这 样 把 双手 的 指头 一 一 对 








“ 族 ?” 泰 及 拉 一 头 雾 























“就 算 不 知道 右手 有 几 根 手指 ， 也 不 知道 左手 





























有 时候 就 算 不 知道 “个 数 " ， 也 能 知道 “个 数 相等 。 例 如 
尔 嘉 挫 开 双手 ,“ 像 这 样 让 双 习 








儿 根 手指 ， 只 要 能 像 


应 ， 就 可 以 说 双手 的 手指 根 数 相等 。” 
水 。 
个 有 限 集合 到 另 一 个 有 限 集合 ， 存 在 下 面 这 样 的 






































“ 打 个 比方 , 假设 从 
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映射 。 此 时 ， 


“我 提 个 问题 。 映 射 是 什么 来 
“就 是 “对 应 关系 ” 啦 ， 泰 打 拉 。” 我 回答 ， 


























个 在 

















限 集合 的 元 素 个 数 相等 





对 。 这 种 映射 一 般 称 为 双 射 2。” 












































着 ?” 泰 打 拉 问 道 。 

















“就 像 米 尔 嘉 把 左手 手指 


































































































































































































































































































日 

跟 右手 手指 互相 对 应 一 样 ， 映 射 就 是 让 某 些 东西 与 某 个 集合 的 元 素 对 应 
的 方法 。 

“你 这 表述 太 模 糊 了 。” 米 尔 嘉 评价 道 ,“ 假 设 存在 集合 A 和 集合 B， 
对 于 集合 A 的 任意 元 素 ， 集合 B 中 都 有 唯一 元 素 与 之 对 应 。 此 时 ， 我 们 
巴 这 种 对 应 关系 称 为 A 到 也 的 映射 。 这 个 嘛 ， 也 可 以 说 映射 是 将 函数 概 
念 一 般 化 而 得 来 的 。” 

米尔 圳 停 了 一 下 ， 又 继续 往 下 讲 。 

“我 们 来 简单 总 结 一 下 各 种 映射 满 射 、 单 射 、 双 射 。 

© © 0 
Qz 也 称 映射 。 编者 注 











ph 


满 射 指 的 是 没有 “多 余 元 素 ” 的 上 映射， 允许 出 现 “ 重 复 ” 











没有 “多 余 元 素 ” 的 









































如 果 有 “多 余 元 素 " ， 就 不 是 满 射 。 

















单 射 指 的 是 没有 “ 习 

















“重复 ”的 映射 








类 射 





满 射 的 示 












































单 射 的 示例 








例 
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因为 有 “重复 ”， 所 以 不 是 单 射 。 


























因为 有 “重复 ”， 所 以 不 是 单 射 的 映射 的 示例 






































双 射 指 的 是 满 射 且 单 射 的 映射 。 


























也 就 是 说 ， 双 射 是 没有 “多 余 元 素 ” 且 没有 “重复 ”的 映射 。 

















il 
























































没有 “多 余 元 素 ” 且 没有 “重复 ”的 映射 














双 射 的 示例 











双 射 的 话 ， 可 以 建立 逆 映 射 。 























双 射 的 话 ， 可 以 建立 赣 映 射 






























































如 果 存 在 双 射 ， 那 么 自然 就 会 想到 两 个 集合 的 元 素 个 数 相等 


可 o 
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iA Qi oO 
“.… 确实 自然 就 会 想到 。” 泰 打 拉 点 头 ， 像 米尔 嘉 那 样 用 手 比 出 






































一 个 小 小 的 鸟 笼 。 是 “ 双 射 鸟 笼 ”。 
米尔 嘉 的 语 速 越 来 越 快 ， 口 车 悬 河 。 
“我 们 试 着 把 用 映射 来 思考 元 素 个 数 的 方法 ， 从 有 限 集合 应 用 到 无 限 
集合 吧 。 无 限 集合 的 元 素 个 数 也 可 以 通过 映射 来 研究 , 然而 在 无 限 集合 里 ， 
会 发 生 一 些 有 悖 直觉 的 不 可 思议 的 事情 。 因 为 太 不 可 思议 了 ， 所 以 连 屠 
个 伽利略 由 都 走 上 了 回头 路 ……” 

“ 何 利 略 ? ”我 不 解 。 































































































































































































































































































3.3.2 ”伽利略 的 犹 驳 
我 们 来 聊 聊 “伽利略 的 犹豫 ” 吧 。 
伽利略 知道 ， 能 生成 从 自然 数 到 平方 数 的 双 射 。 

































































































































































1 2 3 4 5 6 n 所 有 自然 数 

1 4 9 16 25 36 n2 所 有 平方 数 

伽利略 想 ， 既 然 “ 存 在 双 射 即 个 数 相等 ”， 那 么 可 以 说 自然 数 和 平 
方 数 的 个 数 相等 么 .…… 不 ,不对劲 。 因 为 平方 数 只 不 过 是 自然 数 的 
部 分 。 


(0 站- 

















@ 16 世 纪 意 大 利 物 理 学 家 、 天 文学 家 及 哲学 家 ， 科 学 革命 中 的 重要 人 物 ， 提 出 了 伽 
利 略 悖 论 。 伽 利 略 悖 论 认 为 ， 有 多 少 整数 就 有 多 少 完全 平方 ， 虽 然 大 部 分 整数 自身 
不 是 完全 平方 。 一 一 译 者 注 
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整体 和 部 分 


本 





略 的 犹豫 




















~ 

















限 ” 这 个 条 件 下 ， 不 能 说 个 数 在 双 射 中 是 相等 的 。 
17 世纪 ， 伽 利 略 就 在 此 处 折返 。 


伽利略 : 在 “无 限 ” 这 个 条 件 下 ， 不 能 说 个 数 在 双 射 


19 世纪 ， 康 托 尔 由 和 戴 德 金 @@ 也 发 现 了 这 个 数学 事 



































的 个 数 相 等 一 一 这 明显 很 奇怪 。 因 此 伽利略 认为 ,在 “无 











是 相等 的 。 














实 , 但 他 们 没有 
































像 伽 利 略 那么 想 。 戴 德 金 认为 , 整体 和 部 分 之 间 存 在 双 射 正 是 无 限 的 定义 。 
这 是 一 场 恢 人 的 思维 大 颠覆 。 



































戴 德 金 : 无 限 指 的 是 在 整体 和 部 分 之 间 存 在 双 射 。 


























被 称 为 “浓度 ”® 。 
当 发 现 错误 时 ， 人 们 一 


戴 德 金 认 为 这 不 


出 错 了 、 不 合 逻 辑 



































wi 











是 失败 ， 而 是 一 个 发 现 。 如 只 














康 托 尔 深入 研究 了 无 限 集合 中 元 素 的 “个 数 ”"。 这 里 





的 “个 数 ”一般 
































般 都 会 认为 自己 失败 了 ， 从 而 折返 。 然 而 ， 























将 “在 整体 和 部 分 之 间 存 















































在 双 射 的 集合 ”定义 为 无 限 集合 ,那么 不 管 元 素 个 数 是 站 
个 数 在 双 射 中 都 是 相等 的 。 











限 偿 是 无 限 ， 
































认为 这 是 一 个 新 的 发 现 ， 然 后 继续 前 进 。 











概念 。 我 们 可 以 认为 自己 失败 了 ， 






































在 扩展 概念 时 ， 人 1 





门 






























































is 
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经 常会 碰 到 这 币 














不 存在 加 1 后 等 
那 就 将 其 作为 负数 -1 的 定义 。 
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0 的 自然 数 。 


























菇 纪 德国 数学 家 ,创立 了 现代 集合 论 并 提出 了 集合 的 势 和 序 的 概念 。 
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之 所 以 会 陷入 这 种 泥潭 ， 是 因为 碰 上 了 前 所 
世 然后 折返 。 不 过 ， 我 们 也 可 以 








译 者 注 





划 纪 德国 数学 家 , 提出 了 戴 德 金 m 函数 、 戴 德 金 5 函数 、 戴 德 金 和 、 戴 德 金 分 割 、 











协和 





点 金 环 等 重要 理论 。 





@ 也 


1 基数 、 基 、 势 。 一 一 译 考 注 





译 者 注 




















“不 存在 平方 后 等 于 2 的 有 理 数 。 

一 那 就 将 其 作为 无 理 数 V3 的 定义 。 
“不 存在 平方 后 等 于 -1 的 实数 。 

那 就 将 其 作为 虚数 单位 i 的 定义 。 
“在 整体 跟 部 分 之 间 存在 双 射 。 

屠 就 将 其 作为 无 限 集合 的 定义 。 















































































































































3.3 无 限 





























扩展 概念 时 的 困难 之 处 就 在 于 “飞跃 前 的 停 清 ”。 
@ Qi oA 
a 就 在 于 “飞跃 前 的 停 灌 '。” 米 尔 嘉 说 道 。 


























“原来 如 此 。 我 点 头 。 
“每 个 人 都 会 犹豫 。 这 种 犹豫 经 常会 体现 在 
“命名 ? 是 指 什么 ? ” 泰 洒 拉 问 道 。 


“咱们 来 个 英语 单 




































































< 





























负数 ? ”米尔 嘉 问 道 。 
“Negative Number。” 泰 打 拉 回答 。 
“无 理 数 ?” 
“Irrational Number。” 


“Imaginary Number。” 


















































“否定 的 、 不 合理 的 、 想 象 中 的 ……: ” 米 
些 英 语 单词 充分 体现 了 人 类 相对 个 新 概念 时 了 如 









































司 测试 吧 。” 米 尔 串 指 着 泰 条 拉 说 道 。 





数 的 命名 上 。” 
























































她 扭头 纪 向 窗外 。 
“要 向 新 的 道路 前 进 时 ， 















































| 
mn 
误 


谁 都 会 犹豫 啊 。 


的 犹豫 。 


85 


尔 嘉 从 座位 上 站 起 来 ,“ 这 
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3.4 表示 


3.4.1 归途 



















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































米尔 嘉 说 要 跟 和 盈盈 练习 钢琴 ， 就 去 了 音乐 室 。 

我 跟 泰 共 拉 从 学 校 出 来 ， 踏 上 平时 常 走 的 那 条 曲 曲折 折 的 小 路 ， 向 
着 车 站 前 进 。 

我 回忆 着 米尔 亮 的 讲解 ， 开 始 自 言 自 语 似 地 中 咕 。 

“集合 跟 逻 辑 …… 集合 的 内 涵 表 示 法 是 通过 逻辑 来 表示 集合 的 。 我 
们 把 “满足 某 个 命题 的 东西 ' 视 为 “该 集合 的 元 素 " 。 用 命题 的 形式 来 表 
示 条 件 ， 就 是 创造 “集合 ”这 个 对 象 。 换 句 话说， 美人 的 条 件 ” 创造 了 “ 美 
人 的 集合 ” i 6 

“是 这 么 回 事 吗 …… ” 泰 末 拉 也 慢 慢 地 开 了 口 ,“ 你 说 的 ‘表示 ” 是 “ 写 
出 来 ' 的 意思 吧 ? 我 们 没 法 把 无 限 个 元 素 具体 写 出 来 ， 但 是 可 以 把 无 限 
个 元 素 拥有 的 共同 性 质 写 出 来 …… 

泰 洲 拉 走 在 我 身 旁 ， 我 默默 地 听 她 讲 着 。 

“英语 的 Describe 从 词 源 上 讲 是 De-Scribe，Scribe 是 “ 写 ” 的 意 
晤 5 ” 泰 洲 拉 说 到 这 里 ， 好 像 进入 了 自己 的 世界 ， 眼 中 完全 没有 我 。 ” 仿 
际 上 ， 就 是 写 在 什么 上 面 。 这 ……: 就 是 表示 的 本 质 ? 即使 同 为 “表示 ”， 
Describe 又 跟 Express 不 一 样 。Express 是 “ 问 外 ’ (Ex) 推出 (Press)， 
是 把 心里 的 东西 一 把 推出 去 ， 那么 Describe 是 往 那 些 东 西 上 面 写 吗 ? 
Represent 呢 ? Denote 呢 ?” 

泰 末 拉 停 下 脚步 ， 从 书包 里 拿 出 辞典 。 

“你 那 本 是 英 英 辞典 ?” 我 问 道 。 

她 “ 啊 ” 地 一 下 抬 起 头 。 








“什么 ? 啊 ， 是 的 。 对 不 








起 ， 我 刚刚 一 个 人 想 入 迷 了 
































“ 嗯 ， 你 心里 的 想 宰 





3.4.2 书店 


泰 洒 拉 让 我 陪 她 选 参考 
“学 长 ， 数 学 参考 

















3 ， 我 f 
要 选 什么 样 











奈 末 拉 仰 望 着 摆 满 了 数学 参考 - 








“这 么 说 来 ， 我 





“ 啊 ， 以 前 是 的 …… 怎么 说 





























的 书架 。 





都 被 Express 出 来 了 哟 。” 























和 挺 奇怪 ， 你 挺 在 意 每 本 参考 书 在 表述 
































3.4 表示 87 
大 堆 了 .……- ” 
FE 的 差异 吧 。” 














尼 ， 我 有 时 候 感觉 非得 买 


























这 算是 一 种 不 安 么 ”感觉 只 要 买 


也 全 


ws 


三 

















E 跟 他 们 一 样 高 





“你 现在 也 还 这 











么 想 吗 ? ”我 忍俊不禁 。 





“不 要 笑 人 家 嘛 。 这 
在 于 “ 买 或 不 买 " 参考 书 ， 而 在 了 
































\ 看 也 没 用 ， 而 且 





如 






































很 多 书 才 行 。 




































































敢 些 学 霸 们 用 的 参考 书 ， 我 的 成 绩 训 





















































有 时 候 我 还 是 会 禁不住 想 : 
地 就 能 高 懂 了 呢 二 全 二 汪汪 


泰 条 拉 从 书架 上 



























































她 翻 了 几 页 ， 又 把 书 放 回 了 书架 

















“要 是 我 ， 我 选 的 时 候 就 会 想 ; 




















oe | 的 oo” 
了 J 尽心 碟 ! 








“你 看 啊 ， 每 个 人 不 情 





















































捅 /DY 己 不 明 
































让 我 也 能 理解 ! ” 











“ 族 ? 学 长 ,你 


白 哪 些 知 识 以 


时 候 光 是 理解 了 一 句 关 键 









































拿 了 一 本 参考 书 , 翻 了 开 来 。 耳 边 传 来 了 轻 轻 的 翻 



































| 么 参考 书 适合 自己 呢 ?” 


有 本 好 的 参考 书 ， 是 不 是 “ 啊 嘛 喘 


下 




















六 、 想 不 通 的 地 方 都 不 一 样 ! 
的 话 ， 整 个 人 就 
























































?9 























泰 条 拉 读 到 我 








有 Ho 





ED 


刚刚 说 的 话 超 








穿 了 。 所 以 
再 去 选择 相 匹 配 的 参考 书 。” 
































级 重要 啊 ! 麻烦 你 





























巴 。 尤 其 是 数 


， 我 都 是 


说 具体 点 ， 
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人 嗯 ， 举 个 例子 吧 。 假 设 你 不 明白 “数学 归纳 法 '， 然 后 你 对 
镜子 问 ， 也 就 是 问 自己 “我 自己 都 不 明白 哪些 地 方 呢 ?” 你 可 能 会 不 由 自 
主 地 想 回答 “我 全 都 不 明白 !' 不 过 ， 这 时 不 能 放任 自己 ,要 牢 牢 站 住 脚 。 
然后 ， 耐 心 找 出 自己 是 从 哪里 开始 不 明白 的 。 找 出 对 自己 而 言 的 “不 明 
9 的 初始 点 ”"。 如 果 你 发 现 “ 就 是 这 儿 ! ”， 也 就 是 找到 了 初始 点 ， 那 你 
来 书店 , 翻 开 参考 书 , 找到 写 有 “初始 点 ”相关 内 容 的 那 页 , 踏 踏实 实地 读 ， 
人 花 上 大 把 时 间 来 思考 这 本 书 是 否 能 解答 自己 的 疑问 。 衔 量 完 一 本 参考 书后 ， 
再 拿 另 一 本 重复 同样 的 过 程 。 只 要 这 样 来 回 读 ， 就 有 可 能 找到 适合 自己 
的 参考 书 。 也 就 是 说 ， 没 本 参考 书 是 适合 所 有 人 的 ， 我 们 要 找 出 适 
合 自 己 的 那 一 本 参考 书 。 

“可 是 ， 感 觉 会 花 上 很 多 时 间 ……… ” 

“这 也 没 办 法 呀 ， 因 为 面 对 式 子 的 时 候 ……… ” 

“任何 人 都 是 一 个 小 数学 家 ， 对 吧 ?” 泰 打 拉 接 过 我 的 话说 道 。 我 们 
相 视 而 笑 。 

“学 习 啊 ， 最 基本 的 就 是 要 问 自己 “我 都 不 明白 哪些 地 方 呢 ?，” 

“学 长 讲 的 我 最 容易 懂 了 .…… 要 是 能 把 学 长 你 摆 在 我 的 书架 上 ， 那 
该 多 好 啊 ……” 

泰 洒 拉 吐 了 吐 舌 头 ， 偷 看 了 我 一 眼 。 
3.5 沉默 
美人 的 集合 

“研究 出 集合 是 为 了 处 理 无 限 ?1” 尤 里 很 吃惊 。 

在 接 下 来 的 那个 周末 ， 我 在 自己 家 里 把 米尔 嘉 的 话 复 述 给 了 尤 里 。 

“无 限 有 这 么 厉害 吗 ? 我 不 太 能 理解 啊 ……” 























3.5 沉默 89 








“我 也 还 不 明白 ， 得 一 点 点 学 啊 。” 
i 
“不 用 着 急 ， 尤 里 你 经 常 动脑 ， 也 能 准确 地 把 问题 用 语言 表述 出 来 。 
白 吗 ?数学 是 不 能 逃避 的 ， 所 以 我 们 要 沉 下 心 来 对 待 它 。 尤 里 你 没 问 
的 。” 







































































































































































“当然 了 。 你 能 理解 的 数学 深奥 到 我 都 想象 不 到 。” 
“.… 话 说， 哥哥 。” 
尤 里 慢 慢 摘 下 了 眼镜 。 













































































尤 里 把 眼镜 折 难 好 ， 放 进口 伐 ， 看 着 我 。 

































































“你 觉得 人 家 属于 “美人 的 集合 ” 吗 ?” 
“ 读 ? 这 个 的 真 假 对 每 个 人 来 说 都 不 一 样 ， 这 不 能 算是 命题 啊 ……” 
























































“如 果 把 哥哥 你 当 作 “美人 测定 仪 ” 的 话 ， 就 能 当 命题 了 呀 。 
































“可 以 把 全 集 限制 成 你 身边 的 女生 。” 





[IT 

















“哥哥 ， 你 觉得 人 家 是 “美人 的 集合 ' 的 元 素 吗 ?” 


“不 说 “是 ， 也 不 说 “不 是 。 沉 默 就 是 你 的 答案 吗 ?” 
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即使 数学 新 导入 了 一 个 抽象 的 概念 ， 

只 要 明确 定义 了 这 个 概念 
pg 

也 会 立即 化 身 成 集合 与 其 元 素 ， 舟 落 到 地 面 上 ， 
随 之 混入 各 种 各 样 的 数学 之 中 ， 朝 气 鞍 描 地 开始 发 光 发 热 。 
一 一 志 贺 尘 二 人 [13] 














Gd 日 本 数学 家 ， 





生 于 1930 年 ， 东 京 工业 大 学 名 誉 教授 。 译 者 注 























第 4 章 


无 限 接近 的 目的 地 





去 参加 姓 会 吧 ， 灰 姑娘 。 

但 是 别 忘 了 : 

只 要 半夜 12 点 一 过 ， 
马车 就 会 变 回 南瓜 ， 车 夫 就 会 变 回 老鼠 。 
而 你 ， 就 会 变 回 那个 莲 头 垢 面 的 灰 姑 娘 。 
一 一 《 灰 姑 娘 》 


















































“ 啊 ~ 真是 的 ! 我 不 甘心 不 甘心 不 甘心 啦 !” 
“怎么 了 ， 尤 里 ?” 
今天 是 二 月 份 的 一 个 周 六 ， 这 里 是 我 的 房间 。 


就 在 不 久 前 ， 玄 关 那 边 才 传 来 尤 里 充满 活力 的 声音 “打扰 了 ”， 以 及 























































































































我 妈 的 回应 “来 啦 ， 外 面 很 冷 吧 ?” 






















































































不 过 ,， 克 里 一 进 房间 就 满 难 阴沉 ， 跟 刚 | 


E>3 


1 的 声音 正 相反 。 她 可 很 少 









































“了 昨天， 人 家 和 输 给 了 一 个 讨厌 的 男生 。 烦 死 了 ! 讨厌 讨厌 讨厌 ! ” 
尤 里 摇晃 着 头 ， 把 马尾 洲 甩 来 忆 去 。 
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“ 喂 喂 ， 你 在 学 校 跟 男 生 吵 架 了 ?” 


“没有 ， 是 数学 啦 。 那 家 伏 出 了 这 



































以 
| 
滴 



































问 
下 面 的 等 式 对 吗 ? 
0.999 .三 
“原来 是 这 么 一 回 事 儿 啊 。” 























“然后 嘛 ， 人 家 就 回答 说 :“ 这 等 式 怎 么 可 能 对 呀 ”。” 
“为 什么 ?” 

“因为 是 0.999… 呀 ， 刚 好比 1 小 不 是 吗 ?” 
是 么 ? 话说 ， 那 个 男生 怎么 说 的 ?” 
“他 一 脸 得 意 地 说 “这 个 等 式 是 对 的 。 啊 ~ 好 不 甘心 啊 ! 7” 
“他 说 了 为 什么 对 吗 ?” 
“ 那 家 伙 说 “1 等 于 1”， 然 后 就 开始 证 明了 。” 











































































































4.1.2 ”男生 的 “证 明 ” 


1 等 于 1。 





















































1=1 
将 等 式 两 边 同 时 除 以 3。 左 边 写 成 小 数 形式 ， 右 边 写 成 分 数 
0.333..-= = 
将 等 式 两 边 同 时 乘 以 3。 
3x0333. 一 3x 工 
. 二 3 














“我 觉得 ， 作 为 初中 生 

“ 族 ? 这 样 证 明 就 可 以 ?” 

“ 喝 。 不 过 严格 来 说 ， 还 有 地 方 不 对 劲 。 

“ 呆 其 实说 真 的 ， 人 家 
0.999.… 二 1 是 错 的 呀 。 因 为 等 号 =” 是 在 分 点 不 差 、 
的 符号 啊 。 数 学 的 魅力 不 就 在 于 这 种 精确 怡 


















































分 别 计算 等 式 的 左右 两 边 。 
0.999 
这 样 ， 就 证 明了 0.999.… := 1。 
O OO oO 


“我 当时 没 能 反 驶 他 ， 
生来 说 ， 他 已 经 答 得 不 错 了 啊 。 我 表示 。 




















好 不 甘心 啊 ! ” 











































































































里 就 应 该 像 0.999 .. 
“ 那 你 就 跟 我 说 说 你 
一 起 来 思考 ， 好 吧 ?” 














































































































回 家 以 后 也 想到 了 一 个 “证 明 '。 可 是 ， 





























1 这 样 用 不 等 号 ， 而 不 是 等 号 


“ 想 出 来 的 “证 明 ”， 还 有 心中 的 “疑惑 ” 吧 。 我 们 


尤 里 刚刚 嘴角 还 拉 成 个 V 5 


4.1.3 尤 里 的 “证 明 ” 

















































































































“首先 ， 你 来 1 














“人 家 可 能 会 证 


“当然 不 会 。” 
































讲 你 的 那个 “证明” 。” 我 翻 
0.999.…. 二 1 的 证 明 
E 错 ， 别 笑 人 家 哦 。” 








了 笔 


精确 相等 时 使 用 





























生 吗 ? 所 以 ， 我 有 “疑惑 ， 这 











记 本 








乡 ， 听 到 我 这 句 话 ， 表 情 一 下 子 明朗 了 
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“人 
家 
让 


至 o 






























































认为 ， 应 该 先 研 究 0.9， 然 后 研究 0.99， 再 然后 研究 0.999。” 


















































0.1。 












































意思 是 ， 它 们 的 差 是 0.1? ”我 往 笔记 本 上 写 了 个 等 式 。 








1=0:9=0.1 



































长 如此， 


“你 说 的 “偏差 指 的 是 
“ 啊 ……: 那个 ， 就 是 只 差 0.1。” 
“你 的 
“ 嗯 。 对 对 ， 是 差 。 原 
路 思考 的 ， 台 是 0.9。” 
台 是 0.9。 





然后 是 0.99。 












































等 式 来 写 就 好 了 啊 ! 我 是 照 这 个 


1="0:9 二 "0,1 


1—0.99=0.01 


1=0.9= 0.1 
1=0.99=0.01 


1 — 0.999 = 0.001 
1 — 0.9999 = 0.0001 
1 — 0.99999 = 0.00001 


轨 


[SN 
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无 限 循 环 以 上 步骤 后 ，0.999.… 跟 1 的 偏差 就 是 0.000:… 了。 

1 —0.999...=0.000... 
这 样 ， 右 边 的 0.000.… 就 等 于 0 了 。 
1 工 一 0.999.… 一 0 
因为 偏差 是 0， 所 以 最 后 0.999 .… 等 于 11 
0.999 = 
这 样 一 来 ， 呆 ……… Quod Erat Demonstrandum “。 证 明 完 毕 。 
iO Oi Oo 

“证 明 完 毕 。” 万 里 说 。 

“你 思考 得 很 好 嘛 ， 尤 里 。 你 一 个 初中 生 能 解释 成 这 样 ， 我 觉得 已 经 
很 棱 了 。” 

“好 开心 嘲 。” 她 用 猫 语 笑 着 回应 我 , 然后 又 马上 恢复 了 认真 的 表情 “可 
是 ， 人 家 不 喜欢 “你 一 个 初中 生 ” 这 个 前 提 。” 

“要 想 解 释 清楚 ， 就 得 用 数学 方式 把 “无 限 循环 以 上 步 又” 的 部 分 说 
明白 才 行 。” 

“这 样 啊 。 那 个 ， 其 实 人 家 不 太 明 白 “无 限 循环 ' 那 部 分 。 人 家 还 
是 觉得 “0.000.…. 比 0 要 大 一 点 '。 这 样 的 话 ，'0.999.… 就 比 1 小 一 
点 ” 亲本 

“ 哦 哦 ， 这 就 是 你 的 “疑惑 ” 啊 。” 

“ 没 错 。 哥 哥 ， 你 听 我 说 啊 。 

Q@@8” 即 第 2 章 中 泰 末 拉 说 的 Q.BE.D.， 意 思 是 证 明 完毕 或 证 旋 。 一 一 译 者 注 
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4.1.4 万 里 的 “疑惑 ” 
没 错 。 哥 哥 ， 你 听 我 说 啊 。 





关于 “0.999……. 二 1 不成立 ”的 疑惑 


0.9 比 1 小 。 


0.9<1 


同样 ，0.99 也 比 1 小 。 








加 
Wa 
N 











上 步骤， 就 会 出 现下 面 这 样 的 算式 。 








[i 
tt 

















Qi 
0:99 之 1 
0:999.< 1 
0.9999<1 
0.99999 <1 








也 就 是 说 ， 不 管 走 到 哪儿 ，0.999… 都 还 是 比 1 小 啊 ! 








0.999...<1? 














可 是 我 很 疑惑 ， 这 样 …… 真 的 对 吗 ? 














OA OO oO 




















“原来 你 是 这 么 思考 的 啊 。” 


“ 咽 。 我 按 着 0.9, 0.99, 0.999 往 下 思考 发 现 , 就 刚刚 的 ‘证明’ 来 















































说 ，0.999 .… 会 非常 非常 接近 1。 而 现在 我 很 疑惑 ， 因 为 “不 管 走 到 哪儿 ， 
0.999…. 都 比 1 小 '"。 它 们 俩 在 我 脑子 里 打架 。 好 烦 啊 ， 不 明白 嘲 。” 
尤 里 “ 呼 ”地 叹 了 口气 , 看 向 我 , 仿佛 在 问 “ 那 正确 答案 是 什么 呢 ? ” 















































































































































4.1.5 我 的 讲解 
“万 里 ， 你 把 问题 整理 得 很 好 ， 不 过 我 还 是 想 按照 自己 的 方式 再 来 总 











































































































结 一 下 。 首 先 ， 我 们 思考 这 样 一 个 “ 数 的 序列 ， 为 了 好 懂 ， 我 
们 给 这 些 数 起 名 叫 a1, aa as ,am 吧 。” 

al 三 0.9 

a2 = 0.99 

a3 = 0.999 

a4 = 0.9999 

as = 0.99999 

a6 = 0.999999 


an = 0.999999...9 
A 


n 个 














“an 呀 。” 尤 里 点 点 头 。 


“在 这 里 ,，n 表示 的 是 这 一 串 9 的 个 数 。 这 样 一 来 ,似乎 就 存在 以 下 


性质 。 就 是 这 两 个 性 质 在 打架 吧 ?” 






















































































(1) n 越 大 ，an 束 越 接近 1。 
(2) 但 是 ,不 管 n 有 和 多么 大 ，an 都 小 于 1。 











| 















































“对 对 ,就 是 这 两 个 性 质 。 因 为 它们 看 起 来 都 对 ， 所 以 人 家 才 烦 恼 的 。 






















































































的 地 
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到 底 哪 个 是 错 的 呢 ?” 
“ 尤 里 ， 昕 好 了 ……… 我 注视 着 她 。 
“ 喝 ……” 她 也 注视 着 我 。 
(1) 和 (2) 都 是 对 的 。” 
“ 族 ? ” 
“ 它 俩 都 是 对 的 。 下 面 这 
(1) n 越 大 ，a 就 越 接 近 1。 
(2) 但 是 ,不 管 n 有 和 多么 大 ，an 都 小 于 






































“ 族 ? 可 是 ， 要 是 (2) 是 对 的 ，0.999 …. 



























































1。 























个 说 法 ， 都 是 对 的 。 


<1 就 成 立 了 啊 。” 






















































































































































































































































































































































































“不 ,不成立 。0.999… <1 是 错误 的 ，0.999… 二 1 才 正 确 。 
0.999...<1 ”错误 
0.999.…= 正确 

“ 抱 茹 ， 可 可。 人 家 现在 超级 混乱 …… ” 

“混乱 ? 

里 沉思 ， 我 默默 地 等 待 着 。 默 默 沉 思 的 时 间 。 这 个 时 间 对 数学 来 
说 非常 重要 。 不 被 任何 人 搭 话 , 不 被 任何 人 打扰 ， 精神 思考 的 时 间 …… 
从 厨房 隐隐 传 来 了 我 妈 做 菜 的 声音 。 

“我 明白 了 ， 改 变 “等 号 ” 的 定义 ! 数学 家 还 真 喜欢 定义 呀 ， 我 们 定 
义 “ 在 差 很 小 的 时 候 用 等 号 ” 吧 !” 

我 震惊 了 。 

答 得 很 厉害 ! 但 是 不 对 。0.999.…:=1 里 的 等 号 ,， 跟 1=1 里 的 等 
导 是 一 个 意思 。 这 里 不 再 重新 定义 。0.999.… 跟 1 是 分 毫 不 差 、 精 确 相 
等 的 。 

“可 是 ， 那 …… 不 明和 白蜡。 尤 里 一 脸 的 不 甘心 。 
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这 时 。 

“ 呀 ! 啊 !” 

是 我 妈 的 喊 声 。 

我 跟 尤 里 赶紧 跑 去 厨房 。 
“怎么 了 ?” 
只 见 我 妈 穿 着 围 启 ， 冲 着 效 开 的 冰箱 居 了 神 。 
“没有 鸡蛋 了 ， 了 昨天 晚上 给 用 了 1!” 

我 妈 转 过 身 ， 采 着 我 ， 然 后 突然 换 了 张 温柔 的 脸 。 




























































































































































































个 ， 打扰 你 门 学 习 ， 不 好 意思 人 
“号 ? 没 鸡蛋 不 能 做 饭 吗 ?， 






































































































































“没有 鸡蛋 的 蛋 包 饭 ， 怎 么 能 叫 蛋 包 饭 呢 ! ”我 妈 理 直 气 壮 地 说 。 
“我 们 还 在 学 习 呢 ……” 

“ 没 鸡 蛋 可 就 变 成 饭 包 饭 了 哟 ……” 我 妈 双 手 合十 ， 眼 睛 朝 上 望 着 我 
“好 ， 好 ， 知 道 啦 。 我 去 超市 就 是 啦 。 

人 家 也 去 !” 






































真 冷 。 








我 让 尤 里 坐 在 自行 车 后 座 上 ， 载 着 她 一 起 到 了 超市 。 外 画 
嘎 …… 鸡蛋 ， 鸡 蛋 。6 颗 装 的 应 该 够 了 吧 ? 
走出 超市 的 时 候 ， 尤 里 一 把 拉 住 了 我 的 胜 膊 。 
“ 呐 ， 哥 哥 …… 耶 边 有 好 东西 。 
尤 里 指 着 的 地 方 是 卖 冰 激 凌 的 。 
“不 行 啦 ， 我 妈 在 等 着 呢 。 再 说 了 ， 你 不 冷 吗 ?” 
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的 地 








“不 要 这 样 嘛 ……: ” 尤 里 绕 到 我 前 
为 什么 大 家 拜托 我 办 事 的 时 































































































个 香 


























诗 味 儿 的 甜 简 





2 在 吧 















































































































































“ 真 会 哄 人 。 话 说 ， 
| 和 


两 酥 着 冰激凌 ， 








你 心情 好 了 ?” 














啊 ? 7 
就 算 了 。” 























始 内 聊 。 
收 什么 ?” 










































































电视 剧 影 响 的 ?” 





\ 十 光 





来 ， 尤 里 你 
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Ba 


























收入 











我 把 冰激凌 换 到 左手 ， 




















Es 


而， 像 祈祷 似 地 双手 合十 ， 
吴 都 同一 个 动作 啊 
, 台 边 上 4 





眼睛 朝 





























话说 刚刚 那 ; 

















如 就 是 这 样 
在 特价 广告 和 





为 很 帅气 哎 。 可 是 ， 导 

















0.9 0. 


























网 




















个 ， 哥 哥 





“这 个 人 家 知道 啦 。 尤 里 区 






























































0.9, 0.99, 0.999 这 





地 方 ， 世 前 





是 目的 地 ,为 0.999 


个 数列 无 限 接近 1。 


然后 ， 














无 限 接近 的 




















“所 以 嘛 , 哥哥, 0.9, 0.99, 0.999 这 个 往 下 延伸 的 数列 虽然 不 会 变 成 1 ， 
但 是 会 无 限 接近 1。 这 点 我 倒 也 不 是 不 那么 不 懂 。” 

“到 底 懂 还 是 不 懂 啊 ?” 

“我 感觉 就 像 哥 哥 你 画 的 那 术 
0.999 .… 也 不 能 变 成 1 呀 。” 

她 满 脸 不 开心 ， 材 了 一 口 冰激凌 。 

“无 里 ， 那 我 现在 问 你 个 问题 ， 你 用 “是 或“ 否 " 来 回答 。 一 一 0.9， 
0.99, 0.999 这 样 一 直 延 伸 下 去 ， 其 中 会 有 数 等 于 1 吗 ?” 



















































































Wr 


， 无 限 接近 1。 可 是 ， 就 算 无限 接 近 ， 










































































































































































































































































































































































































































































































































































“ 否 。 无 论 0.9 的 后 面 有 多 少 个 9， 都 应 该 会 小 于 1。” 

“回答 正确 。 我 说 。 

“ 啊 ~ 真是 的 ， 感 觉 好 烦躁 啊 ! 明明 无 论 0.9 的 后 面 有 多 少 个 9， 都 
不 等 于 1。 为 什么 0.999… 会 等 于 1 呢 ?!” 

“这 个 嘛 ， 稍 等 。 尤 里， 这 个 问题 呢 ? 一 一 0.9, 0.99, 0.999 这 样 
延伸 下 去 ， 会 无 限 接近 某 个 数 吗 ?” 

“是 。 如 果 在 0.9 的 后 面 不 断 地 添加 9， 就 会 接近 1， 会 无 限 接近 。” 

“ 咽 。 回 答 正 确 。 我 点 点 头 ,“ 下 面 重 点 来 唆 。0.9, 0.99, 0.999 这 样 

直 延 伸 下 去 ,无 限 接近 “ 某 个 数 ” 的 时 候 ， 这 “ 某 个 数 " 啊 ， 有 以 下 书 
































个 999 









































“书写 形式 ? 慢 着 ， 等 一 下 ! " 尤 里 喊 道 。 
她 的 发 丝 如 黄金 般 闪 烁 了 一 下 。 

怎 恤 2 了 ? 和 

“我 明白 了 ， 哥哥! 人 家 明白 了 ! 让 我 来 确认 一 下 。” 
“当然 可 以 。” 


































































































“话说 ，0.999 … 表示 “ 某 个 数 ” 吧 ?” 
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“ 没 错 。” 





0.999.… .表示 “ 某 个 数 ”。 


“0.9, 0.99, 0.999 这 禁 
示 的 “ 某 个 数 ， 吧 ?” 



















































































“ 嗯 ， 就 是 这 朋 


下 去 ， 就 会 无 限 接近 0.999 .… 所 表 





0.9, 0.99, 0.999 这 样 一 直 延 伸 下 去 ， 就 会 无 限 接近 “ 某 个 数 ”。 






































吉 0.9, 0.99, 0.999 这 和 相 








延伸 下 去 ， 





















































个 数 ” 





A 


即使 0.9, 0.99, 0.999 这 样 一 直 延 伸 下 去 ,“ 某 个 数 ” 也 是 出 不 来 的 。 




















“ 那 这 个 0.999 .… 所 表示 的 “ 某 个 数 ” 就 等 于 1 啊 !” 





0.999 .… 所 表示 的 “ 某 个 数 ” 就 等 于 1。 

















“ph 





“哥哥 ， 人 家 明 








思 。 这 就 对 了 ， 












































哪里 了 。 人 家 












































识 到 0.999.…. 表示 “ 





始 流 到 甜 简 上 了 。 























。0.999.… 表示“ 
。0.9, 0.99, 0.999 这 检 





。 即 使 0.9, 0.99, 0.999 这 不 





口 冰 激 凌 ,冰激凌 已 经 






































啊 ， 才 意 















































限 接近 “ 某 个 数 "。 























个 数 ” 也 是 

















。0.999 .… 所 表示 的 “去 



























































“ 叫 嗯 ， 我 知道 


























是 犯人 了， 哥哥 。 犯 人 就 是 “0.999 ……” 这 个 写法 ! 


H 不 来 的 。 
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这 让 人 分 不 清楚 嘛 ! ” 
尤 里 咱 吧 味 吧 地 连 冰 激 读 带 甜 简 一 走 
“这 个 咏 ， 写 数列 的 时 候 ， 都 是 像 0.9, 0.99, 0.999,…: 这 样 ， 在 最 
后 加 上 省 上 略 号 “.… 。 所 以 我 会 认为 在 0.9, 0.99, 0.999 的 后 面 肯定 会 出 
现 “0.999.…… 。 可是, 不 是 这 样 的 。0.9, 0.99, 0.999 的 后 面 不 会 出 现 
0.999.….。 都 是 因为 写成 0.999 …: 才 会 分 不 清 ! 真是 的 ! 写 个 9 之 类 
的 不 就 好 啦 ! 比如 说 ， 像 下 面 } 





























EE 


哇 。 
























































































































































这 样 。 




















。0.9, 0.99, 0.999, … : 无 限 接近 9。 


。 ， 等 于 1。 



































这 人 么 告诉 我 的 话 ， 我 就 完全 不 会 混乱 了 啊 。 
































“哥哥 把 刚刚 我 起 名 叫 9 的 数 写 作 “0.999 …… 了 吧 ? 这 规矩 要 
始 就 说 明白 嘛 ! 真是 的 ! 这 不 就 只 是 数 的 写法 的 问题 了 嘛 ! ” 
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“看 来 你 完全 理解 了 啊 ， 尤 里 。 

“哥哥 , 这 个 得 想 好 久 才 能 明白 啊 。 就 算 老 师 讲 了 , 我 也 一 定 会 理解 错 。 
0.999.… 指 的 不 是 数列 里 出 现 的 数 ， 指 的 是 数列 去 向 的 目的 地 ， 可 以 不 
到 达 那 里 。 我 很 明白 哥哥 说 的 是 什么 啦 。 确 实 ，0.999.… 跟 工 是 分 毫 
不 差 、 精 确 相 等 的 。 因 为 它 是 0.9, 0.99, 0.999 接近 的 目的 地 嘛 。” 















































































































































































































































“就 是 如 些 。” 

“是 ? 这么 说 的 话 …… 这 两 个 就 完全 不 一 样 了 呢 。” 
0.999 .…. 等 于 1 
0.999...9 刘 % 记 




















“对 对 。 像 0.999.… 这 样 ， 在 数 的 最 后 加 上 和 省略 号 的 ， 是 数列 去 同 
的 目的 地 ; 像 0.999 .… 9 这 站 ! 间 加 上 省略 号 , 最 后 义 写 上 一 个 9 的 ， 
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限 接近 的 目的 地 


























是 数列 中 出 现 的 数 。 天 差 地 别 呀 。 








“这 ， 这 个 ， 好 混乱 啊 ! 7” 


























“可 是 ， 尤 里 你 已 经 不 会 弄 错 




















我 忽然 注意 到 了 脚 边 的 白 余子 











了 吧 ?” 





















































这 是 啥 来 着 ? 
袋子 里 放 冯 盒 鸡 蛋 。 

















“完蛋 了 ! 我 妈 还 在 等 着 呢 ! ” 


解答 4-1 











下 面 的 等 式 是 对 的 。 
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O92 = 


4.3 音乐 教室 


4.3.1 字母 的 导入 


























“那个 男 4 





E 是 尤 里 的 男 朋友 吗 



































3 三 会 所 9 ~ AAA 
~NAE 拉 ， 怎么 由 有。 我 可 合 。 








“他 肯定 





















































?” 泰 条 拉 问 道 。 

















定 是 想 竺 在 喜欢 的 女生 身边 吧 。” 泰 条 拉 露 出 不 同 于 以 往 的 笑 















































E 已 经 放学 了 ， 米 尔 嘉和 和 盈盈 正在 弹 钢 琴 。 我 


























这 里 是 音乐 教室 O 现 厂 
Ll 




















跟 泰 打 拉 在 教室 的 角落 里 小 声 聊 语 




















大 。 











盈盈 是 个 


少女 , 有 着 一 头 波江 


























般 的 卷发 , 跟 我 和 米尔 圳 不 在 同一 个 班 ， 
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但 在 同一 个 年 级 ， 都 上 高 二 。 她 还 是 钢琴 爱好 者 协会 “最 强 音 ” 的 会 长 。 
这 位 钢琴 少女 ， 除 了 上 课 以 外 基本 上 都 泡 在 音乐 教室 里 。 听 说 她 甚至 获 
得 了 学 校 的 批准 ， 能 够 自由 进出 音乐 教室 。 
鼻 盈 和 米尔 嘉 交 鞭 弹 着 钢琴 ,每 弹 完 一 曲 ， 就 对 曲子 进行 评价 。 刚 才 ， 
盈盈 说 想 分 别 弹出 “机 械 的 巴 炙 卫 ” 跟 “ 空 中 的 巴赫 ”， 米 尔 嘉 则 说 想 弹 4 
“正式 的 巴 英 ” 跟 “超群 的 巴赫 ”的 区 别 。 真 复杂 ， 不 明白 她 们 在 说 什么 。 
我 把 我 跟 尤 里 的 对 话 告 诉 了 泰 休 拉 。 
“无 里 真 聪明 啊 。 我 还 觉得 0.999… 小 于 工 呢 。 


条 拉平 常 总 是 慌 里 懂 张 的 ， 可 是 一 提 到 万 里 ， 不 知 怎 么 地 ， 就 会 


































































































































































































































































































LE 













































































































































































































































































“学 长 你 跟 尤 里 解释 的 时 候 ， 是 用 下 镍 
成 的 数 ” 的 ， 对 吧 ? ” 泰 条 拉 说 道 。 

















多 式 来 表示 个 9 排列 
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an = 0.999...9 
\- 一 一 一 


六 个 

















5 











， 对 。 因 为 用 n 这 样 的 字母 来 表示 ,解释 起 来 会 轻松 一 些 。an 
的 妹 叫 作 下 标 。 与 其 用 “0.999.…9 里 的 9 的 个 数 ” 这 种 麻烦 的 说 法 ， 倒 
不 如 用 下 标 这 种 说 法 ， 直 接 把 它 叫 作 “a 的 mn” 更 简洁 ， 对 吧 ?” 

“ 啊 ， 对 。 在 思考 数学 的 时 候 ,我 也 希望 自己 能 “导入 新 的 字母 ”， 
就 像 这 个 n。 可 是 , 脑子 不 往 那 边 转 一 一 我 感觉 字母 多 了 ,就 会 变 复 杂 。” 
儿 条 拉 说 着 拿 起 自动 铅笔 ， 就 像 试 笔 时 一 样 在 自己 的 笔记 本 上 写 了 


























































































































































































































































































































三 
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和 
网 
慨 








钢琴 。 米 尔 嘉 抱 着 手臂 站 在 她 身后 。 有 一 瞬间 ， 
她 朝 我 这 边 看 了 一 眼 ， 可 是 马上 又 把 视线 收 了 回去 ， 看 盈盈 弹 奏 了 。 


























区 
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中 巴洛克 时 期 ( 即 17 世 纪 前 后 ) 的 德国 作曲 家 ， 管 风琴 、 小 提琴 和 大 键 琴 演奏 家 。 
一 一 译 者 注 
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4.3.2 极限 
我 跟 泰 条 拉 继 续 解 释 。 
“ 那 我 们 来 好 好 讲 讲 极限 吧 。 
























































恨 设 把 m” 持续 增 大 ，a 就 会 无 限 接近 “ 某 个 数 "。 此 时 ， 我 们 将 这 里 
的 “ 某 个 数 ” 称 为 极限 值 ， 写 成 下 面 这 样 。 






































lim an 
记 一 DO 























举 个 例子 ，an 无 限 接近 “ 某 个 数 "( 我 们 把 这 个 数 叫 作 A) 时 , 我们 
就 说 ,“ 极 限 值 等 于 A"， 可 以 用 式 子 写 成 下 面 这 样 。 







































































lim an 一 人 
9. 一 CO 




















对 了 ， 我 们 有 时 也 不 用 lim， 比 如 像 下 面 这 么 写 。 



































no00 时 an 一 A 


























然后 , 我 们 把 “数列 无 限 接近 “ 某 个 数 ”” 叫 作 收敛。 也 就 是 说 “收敛 ” 
跟 “ 存 在 极限 值 ”是 等 价 关 系 。 

我 们 把 求 极限 值 叫 作 “ 求 极限 ”。 

泰 条 拉 采 着 我 写 的 数学 公式 。 

我 盯 着 泰 条 拉 。 

“学 长 ， 这 种 写法 很 好 懂 啊 。” 她 指 着 
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~` 面 这 个 式 子 说 道 。 




















no00 时 ou 一 人 A 


数列 的 极限 


< lim an =A 
有 一 Ce 
< 全 1 一 oo 时 an 一 人 A 





持续 增 大 n， 则 an 会 无 限 接近 数 A。 


























“是 啊 。 人 们 在 讲 极限 的 时 候 经 常 这 么 用 。” 


“可 是 ， 下 面 这 种 写法 对 吗 ?” 












































lim an =A 
Oo 





























寺 呀 。 有 哪里 奇怪 吗 ?” 
“不 能 用 箭头 来 表示 “无 限 接近 ”的 感觉 吗 ?” 









































lim an 一 人 A ? 
De 


n= 



































“原来 你 是 这 个 意思 啊 。 不 过 ,，“ 一 ”是 对 会 变化 的 量 用 的 。7m 一 oo 






























































意思 是 持续 增 大 变量 mn，an 一 A 指 的 是 通 项 on 接近 数 A。 
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“不 过 , 在 an 收敛 的 时 候 ， lim an 表示 的 是 一 个 已 经 确定 了 的 “ 数 ”。 
























































这 个 数 不 可 能 再 变化 了 ， 所 以 我 们 不 用 箭头 。 




















lim an 一 人 A 错误 


也 一 > OO 





lim an 三 人 A 正人 0 


no0 





























“这 样 啊 ……” 泰 条 拉 说 着 又 捏 ] 自己 的 脸 类 ,“ 话 说 ， 数 列 不 
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总 是 收敛 的 吧 ?” 




















(3 


个 数 "。 


100, 1000, 10000 


丙 














“ 咽 ， 没 错 。 比 如 ， 我 们 思考 


这 个 …… 越 来 越 大 了 
“ 没 错 。 这 个 数列 会 无 限 变 大 。 换 名 
此 ,这 个 数列 不 























下 这 样 的 数列 。 


10, 100, 1000, 10000,.…- 


























0 





无穷大 。” 








已 。 泰 洲 拉 





3 





本 








巴 手 举 导向 高 地 说 道 。 























妇 敛 。 我 们 把 
是 发 散 数 列 。 我 们 : 
发 散 的 情况 称 为 发 散 至 J 














Hr 





5 说 就 是 ， 











它 不 会 无 PB 


不 收敛 称 为 “发 散 "。 数 列 10， 








民 接 近 “ 某 

















巴 像 这 个 数列 这 相 














下 ,， 学长。 不 能 认为 





























“这 是 不 行 的 。 








散 至 正 无 穷 大 " 。” 























头 我 们 不 说 “极限 人 


无 穷 大 不 是 


























4.3.3 和 赁 声音 决定 音乐 


“#CE 不 行 啦 1” 盔 硬 喊 道 。 
































































































































“A ”米尔 嘉 回应 道 。 
“就 不 能 “吵吵 吵 ” 地 接 下 去 啦 !” 

“ 瞩 …… 右手 难 唱 原 来 是 因为 这 个 吗 … 
春 硬 跟 米尔 嘉 一 边 说 着 话 

“休息 ?” 我 问 。 

“你 们 聊 什 么 呢 ? ”米尔 嘉 反 问 我 。 























Q@ 此 处 指 升 Do， 





Er 


个 数 , 所 以 冲 


边 走 到 了 我 们 这 边 。 盘 盈 的 表情 


即 Do, Re,，Mi, Fa, So 的 Do。 一 一 译 者 注 





:无 限 接近 无 穷 大 ， 





无 限 变 大 











吗 ?” 泰 朵 


























i 不 是 无 限 接近 “ 某 个 数 ” 了 。 
无 穷 大 , 也 不 说 “收敛 至 正 无 穷 大 ”。 我 


门 只 说 “发 








有 些 纠结 





HA 
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“lim 好 难 啊 。” 秦 打 拉 说 。 


“是 吗 ? ”米尔 嘉 焉 了 牌 头 。 


“我 感觉 差不多 明白 了 什么 是 “无 限 接 近 ' ,但 是 一 旦 像 lim 这 样 日 
































上 上 























现 式 子 …… 我 就 不 能 很 直观 地 看 懂 了 。” 









































“lim 来 自 于 Limit ， 也 就 是 极限 。” 米尔 嘉 说 。 
“是 这 样 ， 可 是 一 扯 到 式 子 我 就 ……” 
打扰 一 下 。” 突然 探 出 身子 插 了 句 嘴 ,“ 数 学 中 之 所 以 会 用 到 式 子 ， 
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I 
网 
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alll 
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的 掌心 ， 全 所 思 。 她 又 翻 过 手 ， 










































































己 的 手背 。 格 外 纤长 的 手指 果然 是 弹 钢 琴 的 手指 啊 。 











































































































“音乐 是 赁 声音 的 。” 她 看 着 自己 的 手 说 道 ， 语 气 中 透 出 少 有 的 认真 。 
















































































































































































































































































“音乐 盟 于 我 。 能 把 我 这 胸口 斯 裂 ， 并 暴露 出 我 正在 激烈 笨 动 
















































































着 的 内 心 的 , 只 有 音乐 。 我 是 这 么 想 的 。 我 为 了 音乐 呼吸 , 为 了 音乐 进食 。 












































“有 时 候 ， 有 些 人 会 说 “我 不 懂 音 乐 "。 这 些 人 用 一 句 “不 懂 ” 就 打发 





































































































无 法 用 语言 充分 表达 的 事物 ， 而 不 去 直接 品味 音乐 。 就 算 不 能 用 


言 表 现 也 无 所 请 。 正 是 因为 不 能 付 诸 言语 ， 才 和 赁 声音 来 对 
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语 形容 的 人 不 去 听 声 音 ， 光 是 一 个 劲 儿 寻找 辞 攻 ， 而 不 去 听 演 奏 者 奏 上 



































LC 















































的 关键 的 声音 ， 不 品味 声音 响起 的 时 间 以 及 声音 冕 荡 的 空间 。 不 要 寻找 


宇 汉 了 1! 去 聆听 声音 ! …… 就 是 这 么 区 
































州 [| 


所 
Ho 









































“不 去 听 声 音 ? 这 就 像 想 学 数学 却 不 看 式 子 吧 ? ”我 联想 道 。 
“ 啊 ! 没 错 !” 泰 条 拉 也 发 话 了 ,“ 不 认真 看 式 子 ， 就 是 不 去 看 数学 家 
































































































































造 出 来 的 世界 。 不 好 好 看 式 子 ， 而 被 自然 语言 抑 了 后 腿 的 话 ， 就 不 是 
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的 地 






































然 语 




















完 数 和 Jo 是 这 个 意思 吧 ? ” 
























































就 是 这 样 。” 












































































































































近 这 个 值 " 这 利 














写 的， 这 很 


















































































































































能 以 音乐 为 























































































































言 ? ”我 不 解 。 
“ 啊 ， 就 是 Natural Language 。” 
“音乐 跟 数学 完全 是 两 码 事 ， 但 又 有 着 相似 之 处 。 我 说 道 , “演奏 才 
出 了 声音 ， 我 们 就 要 好 好 听 。 数 学 家 写 出 了 式 子 ， 我 们 就 要 好 好 看 。 
“重要 的 是 ， 许 生 音 当 语言 ， 数 学 则 合式 子 当 语言 。 泰 条 拉 说 道 。 
盈盈 问 道 。 
“ 啊 ， 就 是 最 重要 的 “表现 形式 ' (Representation )。” 泰 杀 拉 回答 
“可 能 不 一 定 是 式 子 。 我 说 ,“ 关 于 “极限 ”的 解释 是 “无 限 接 
Ph 表述 ， 而 不 是 “ 变 成 这 个 值 '。 要 仔 旨 上 是 怎么 
到 
“总 之 ……” 胡 盟 说 ,“ 我 创作 音乐 ， 创造 音乐 。 我 不 确定 未 来 能 不 
肯定 会 跟 音 乐 有 3 会 
这 时 ， 硬 仍 1 地 拍 了 一 下 。 
“哎呀 ,我 HH 来 了 ， 羞 死 ] E 了 ! ”她 看 似 害羞 地 一 把 
















































































问题 的 。 你 弹 钢 雁 和 作 
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ns 你 3 大 钝 ， 人 倒是 不 错 。” 

“ 钝 ? ?9 

“这 个 长 得 很 像 啊 。 纪 E。 嗜 , 束 像 “三 角子 数 ， 
跟 “三 角 关 系 ” 只 在 个 词 不 同 。 知道 么 ， 天真: 跟 “天 才 ”只 在 个 5 















































不 同 。 还 有 “质数 " 跟 “ 质 优 ” 也 只 有 




































































个 字 不 同 

















口水 。” 








Q@ 即 自然 语言 ， 























然 地 随 文化 演化 而 来 的 语 























然 语 言 对 应 的 
的 语言 。 一 一 译 者 注 


世界 语 。 世 界 语言 

















吾 
= 
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属于 人 造 语 言 ， 








， 如 英语 、 汉 语 、 日 语 。 与 
种 为 革 些 特定 目 























的 而 创造 





4.3 音乐 教室 111 




















熏 盘 距 了 我 们 一 通 ， 从 音乐 教室 走 了 出 去 。 














4.3.4 极限 的 计算 








“你 告诉 泰 休 拉 基 本 的 极限 了 吗 ? ”米尔 喜 问 我 。 


















































“ 认 ?” 
“比如 说 ， 这 种 题 .” 她 往 我 笔记 本 上 写 了 个 式 子 。 
问题 4-2 (基本 的 极限 ) 
J 
“ 啊 ， 这 个 ， 嘎 ……” 泰 采 拉 困惑 地 看 着 我 。 








几 LA 


“ 那 我 来 求 一 下 这 个 式 子 的 值 。 我 拿 过 自动 铅笔 。 







































































OA i oO 

我 来 求 一 下 这 个 式 子 的 值 。 
lim 过 
no00 107 
























































这 道 题 是 求 启 的 极限 值 ， 也 就 是 求 下 面 这 个 晶 。 





no0 时 







































































首先 ， 我 们 来 把 数列 具体 写 一 下 。 因 为 “示例 是 理解 的 试金石 ”。 























1 1 1 1 1 有 
101” 102” 103” 104” 105° 10%" 











回答 下 面 这 个 问题 即 可 : 当 持 续 增 大 n 时， 




















也 就 是 说 ， 我 们 只 要 
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否 存在 天 


























目的 地 
























































个 数列 。 


限 接近 记 的 数 ?” 如 果 存 在 ， 则 这 个 数 是 多 少 。 

光 看 分 母 的 话 ， 很 简单 吧 ? 分 母 是 这 么 
下 0 102, L108, 10%, 95 10%, 7 

像 下 面 这 样 写 会 让 我 们 容易 明白 一 些 。 


| 



































10, 100, 1000, 10000, 100000, …., 10™”,.……. 


























a 














如 果 持 续 





所 以 分 数 











持续 增 大 nn 的 时 候 ，10” 也 会 无 限 增 大 ， 如 果 


co 时 








兽 大 nn, 分数 二 = 的 分 母 也 会 无 限 增 大 。 
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j 式 子 来 表示 ， 就 


因为 分 母 无 限 增 大 ， 



































j lim 这 种 写法 的 话 ， 








吉 自身 会 无 限 接近 0。 


7 一 CO 




















10% 

















就 是 以 下 


式 。 


BSS 





li = 三 
,Tor 一 0 














] 式 子 表示 时 ， 可 以 写成 下 


0 





















































OA OO oO 








日 这 样 。 






































来 ,我 们 就 会 知道 存在 极限 值 ， 且 这 个 极限 值 为 0。 




















感叹 道 ,“ 刚 才 听 了 学 长 你 说 的 ,我 想 " 当 








写成 下 面 这 样 ?” 
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解答 4-2 (基本 的 极限 ) 


因为 当 一 co 时 ，107" 一 co， 所 以 遍 僵 0。 因 此 答案 如 下 ; 




















1 
二 














































































































叮 ， 可 以 呀 。 有 什么 不 对 吗 ?” 

“ 咽 …… 这 样 的 话 ， 怎 么 说 呢 ， 就 好 比 10" 的 极限 值 是 oo 似 的 ， 因 
为 刚刚 学 长 你 说 了 ， 咱 们 不 说 “极限 值 无 穷 大 ”……” 

“ 哦 哦 ， 这 个 呀 。 我 刚刚 没 解释 清楚 。oo 确实 不 是 数 。 在 这 里 ， 我 




























































































们 是 像 下 面 这 样 来 展开 并 定义 等 号 的 ， 泰 打 拉 。 




















lim 10"= co < 全 一 co 时 107” 一 oo 


多 一 CO 





“数列 {10”} 可 以 说 是 “发散 至 正 无 穷 大 " 吧 ?” 
以 。 我 点 头 。 
米尔 嘉 一 直 默 默 地 听 着 我 们 的 谈话 ， 这 时 她 突然 开 了 口 。 














6 
咏 ， 


CE 下 
五 










































































下 一 道 题 。 
问题 4-3 (基本 的 极限 ) 
AS 
k= 
“ 府 … 这 跟 刚 才 的 不 一 样 吗 ?” 泰 末 拉 问 道 。 












































“刚才 是 谁 强调 说 “不 认真 看 式 子 , 就 是 不 去 看 数学 家 创造 出 来 的 世界 
来 着 ? ”米尔 嘉 问 道 。 
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“| 阿 ……: 是 …… 是 我 说 的 。 我 看 。” 
泰 玉 拉 又 看 了 一 裔 笔记 本 。 
a 我 明白 了 ， 是 不 一 样 。 我 看 漏 了 》y` (Sigma， 西 格 玛 )。 可 是 
我 算 不 太 出 来 这 个 。lim、3)  ， 还 有 .……… 2 
“ 换 人 。" 米尔 嘉 的 手 滑 过 我 的 肩膀 ， 回 到 了 钢琴 的 旁边 。 
“我 们 想 计 算 的 是 ……… ”我 对 泰 末 拉 说 道 ,“ 下 面 这 个 式 子 。 
| 
Re 
k=1 
要 想 计 算 这 个 式 子 ,我们 得 把 精力 放 在 求 和 上 
汪汪 
10F 
k=1 
然后 ， 思 考 如 何 用 带 n 的 式 子 来 把 上 面 这 个 式 子 表示 出 来 。 如 果 留 音 
处 理 起 来 会 很 复杂 。 首 先 ， 为 了 证 实 自己 的 理解 ” 
“要 举 出 具体 例子 ， 是 吧 ? ”泰和 打 拉 拿 起 了 自动 铅笔 。 
由 
1 1 cu 
> 10g = 一 TO ( 当 n= 二 1 时 ) 
k=1 
有 2 
1 _ 1 1 oo 
2 10F ~ 107 + 103 Cs 
k=1 
1 1 4 过 sa 由 | 
Dr 107 + 10 103 Sn 





“对 对 。 你 能 二 
“ 啊 ， 对 呀 。 能 




















2 9 
可 o 








巴 通 项 也 写 出 来 吗 ?” 
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Nn 


LT RE ( 通 项 ) 
1105 107 107 105 107 2 























TT 









































“ 咽 ， 这 样 就 准备 OK 了 ， 秦 条 拉 。 接 下 来 我 们 要 用 到 常用 的 “等 式 
'。 我 们 在 等 式 两 边 同时 乘 以 十， 然后 把 项 偏 移 一 个 位 置 。” 















































阅 
NN 



















































































n 
1 1 1 1 1 
ep 表示 通 项 的 等 
10r 107 + 102 + 103 + 10n 不通 项 的 等 式 
三 二 
和 1 1 1 1 1 
. 一 5 | | | Me 人 人 Ae 两 廊 二 天 小 和 
10 2 Ox 10 ( 均 102 103 0 ) 在 等 式 两 边 同 时 乘 以 疝 
六 三 1 
市 “ii 1 1 1 1 1 1 1 1 
: 三 + < | Ee > 把 右边 展 ] 员 
10 a 10 101 10 102 10 103 ~ 10 107 翰 展 开 
Ek=1 
家 1 1 1 1 
eg | | Il 而 仿 形 和 于 
10 bp 10R 102 103 104 10n+1 项 偏 移 后 的 等 式 
=1 


























“项 偏 移 ， 就 是 每 一 个 项 里 的 10 的 指数 都 增加 1， 对 吧 ?” 
“ 没 错 。 这 里 我 们 从 “表示 通 项 的 等 式 ” 两 边 分 别 减 去 “项 偏 移 后 的 























































































































































































































等 式 '。 这 样 一 来 ， 中 间 的 项 就 会 相互 抵消 ，' 咯 ' 地 一 下 消失 。” 
7 1 414. .1 1 ， 让 > 
k=1 10* 101 103 下 103 10n 表示 通 项 的 等 式 
1 | 1 Lo Je 1 本 
) 10 2 10R 102 十 103 二 TOn lt TOn+i 项 仿 移 后 的 等 于 
1 0 rl i 
0 可 - 相 减 后 的 结果 
大 I 




















“ 啊 ! 原来 如 此 。 除 了 开头 跟 结 尾 ， 其 他 的 都 抵消 掉 了 。 


“ 接 下 来 计算 这 个 结果 。 
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4 5) 10R 一 0 TH 相 减 后 的 结 
i 2 = 0 计算 左边 
0 2 未 = 让 一 证 再 计算 左边 
> I (元 1 在 等 式 两 边 同 时 乘 以 寻 
k=1 
i J 站 展开 
二 9. 请 计算 




















“ 接 下 来 , 只 要 考虑 “ 当 交 一 co 的 时 候 , 这 个 式 子 的 右边 会 怎么 样 " 就 行 了 。” 
> 
一 古 9 .10" 

‘sl 


当 nn 一 oo 的 时 候 ， 这 个 式 子 的 ……… ” 泰 条 拉 喃 吐 道 ,“ 5 露 z 这 部 分 ， 
极限 值 会 变 成 0 吧 ? 因为 分 母 9. 10" 会 无 限 变 大 。” 
“ 没 错 。” 我 说 ,“ 换 句 话 说， 答案 是 这 样 。 

























































































| 1 
k=1 


也 就 是 说 ， 是 下 面 这 样 。” 


.1 1 
e210: -5 


























解答 4-3 (基本 的 极限 ) 


| 1 
9 


4.3 音乐 教室 117 























“做 完了 ? ”不 知 何 时 ， 米 尔 嘉 站 在 了 我 们 身后 ， 手 里 拿 着 乐谱 ,“ 那 
我 们 来 算 0.999 .… 吧 。” 
































问题 4-4 
计算 0.999.…。 这 里 ， 我 们 把 0.999 .… 定义 如 下 。 
























































O999 m0999 9 
7 一 Do 4 
n 个 
“米尔 嘉 ， 你 是 按照 这 个 思路 来 出 题 的 呀 ……” 我 说 道 。 




















“你 之 前 没 注 意 到 吗 ? ”说 着 ， 米 尔 喜 在 笔记 本 上 展开 了 式 子 。 














0.999...= lim 0.999.… .9 
De Ce 
n 个 


二 lim | 0.9 十 0.09 十 0.009 十 …: 十 0.000.……:09 
一 一 一 














和 一 CQ 
一 1 个 
= J 
nSoo \10! 102 103 10n 
= lm 9. (元 + 开 | | m ) 
A 101 102 103 ~ 10 
二 
= 
天 三 1 
=9. lm 10 
二 
1 a 
= 根据 解答 4-3 
一 1 























“也 就 是 说 ，0.999.… 等 于 1。” 米尔 嘉 说 道 。 
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“0.999 .… 原来 是 能 计算 出 来 的 呀 
定义 的 时 候 就 定义 了 “ 


“因为 我 们 





目的 地 





















































其 




















A Ee Ak NS 
骗 感 觉 。 米尔 嘉 苑 道 ， 
























































处 理 无 限 的 时 候 ， 如 果 依 赖 感觉 就 会 失 




































































“不 要 依赖 感觉 一 
“要 依赖 逻辑 。” 我 接 道 。 
“不 要 依赖 语言 一 ” 





“ 啊 ， 所 以 



































ee " 泰 打 拉 说 道 ,“ 才 在 思考 极限 的 时 候 ， 


























的 式 子 ， 而 不 

















度 闫 JE 
又 由 消 








了 更 进 




















步 讨论 ， 



































“无 限 接近 ' 这 个 词 ， 对 
我 们 还 需要 精确 定义 lim 
说 道 ,“ 当 然 ， 不 能 


WA 那 要 怎么 办 ?” 


99 
E? 



































沧 




















米 











尔 嘉 简洁 地 回答 道 。 






































了 子 ， 汪 








定义 lim? 这 ， 这 这 

















中 18 世 纪 的 瑞士 数学 家 、 








然 科 学 家 。 








译 者 注 





能 计算 出 来 " 啊 。 我 说 。 


有 几 个 人 能 模仿 欧 拉 老师 





lim 这 样 

















可 o 四 米尔 








3 “无 限 接近 ”这 个 词 。” 
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“当今 时 代 ， 能 。” 米尔 嘉 坚 起 食指 , “人 类 是 近 些 年 才 将 极限 掌握 到 
如 此 程度 的 。 柯 西 “将 极限 概念 导入 数学 ， 是 在 进入 19 世纪 后 ; 魏 尔 斯 
特 拉 斯 2 用 式 子 来 定义 极限 ， 则 是 在 19 世纪 后 半期 。” 

这 时 ， 盘 盘 回 来 了 。 

“米尔 嘉 亲 ， 继 续 练习 1” 

“用 式 子 ， 来 定义 lim……” 泰 末 拉 小 声 念 着 。 

米尔 嘉 “ 侠 ” 地 殴 了 一 下 她 的 头 。 

“是 ec-5 语 言 @1” 
4.4 归途 
前 途 

米尔 嘉和 盈盈 还 要 继续 练习 ， 所 以 我 就 跟 秦 淋 拉 两 个 人 去 车 站 了 。 
她 在 我 身后 走 着 ， 距 离 我 半 步 。 不 知 从 何 处 对 来 了 梅花 的 香气 。 

“感觉 今天 聊 了 好 多 啊 。” 

“对 啊 。” 

我 想起 我 们 今天 在 音乐 教室 里 聊 的 内 容 。 僵 一 很 认真 地 看 待 音乐 ， 
打算 从 事 音乐 方面 的 工作 。 她 在 仔细 考虑 这 件 事 ， 说 “音乐 属于 我 "。 

〖 个 ， 学 长 你 …… 和 来 有 什么 目标 ?” 

“这 个 嘛 …… 泰 条 拉 你 呢 ?” 
@ 19 世 纪 法 国 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 。 由 于 在 数学 分 析 学 领域 有 诸多 贡献 而 
@ 19 世 纪 德 国 数学 家 ， 曾 受聘 于 柏林 大 学 ， 被 誉 为 “现代 分 析 之 父 ”。 一 一 译 者 注 
@ 数学 分 析 中 的 一 个 方法 ， 只 使 用 (有 限 的 ) 实数 值 来 讨论 极限 。 一 一 编者 注 
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“我 呀 ， 我 打算 …… 从 事 能 应 用 英语 的 工作 。 不 过 ， 最 近 我 们 在 学 
计算 机 ,计算机 方面 的 工作 好 像 也 很 有 意思 。 我 要 是 能 像 硬 全 那样 ， 能 
说 正在 为 了 无 限 接近 目标 而 学 习 ， 那 就 好 了 …… ” 

“是 啊 。” 

如 果 换 成 泰 条 拉 ， 那 她 最 后 应 该 会 说 “英语 属于 我 ” 吧 。 这 人 么 说 
来 ， 尤 里 说 过 想 当 律 师 。 虽 然 不 知道 她 有 几 分 是 认真 的 ， 不 过 这 行 没准 
还 挺 适 合 她 呢 。 

i 是 吧 。” 泰 条 拉 说 道 。 

“是 啊 。” 我 懂 履 地 随口 答 道 。 

米尔 嘉 将 来 会 干什么 呢 ?” 会 当 数 学 家 吗 ? 话说 回来 ， 感 觉 那个 才女 
哪 行 都 能 干 ……. 

雇 ? 

可 过 神 来 ， 泰 打 拉 已 经 落 在 我 后 面 老 远 。 她 一 个 人 停 了 下 来 。 

“怎么 了 ? ”我 赶紧 折 回 去 。 

本 她 不 回答 ， 眼 睛 看 着 地 面 。 我 看 不 到 她 的 表情 。 

“ 喂 ， 怎 么 了 ? ”我 弯 下 腰 ， 看 着 她 的 脸 。 

“我 ……” 她 用 微弱 的 、 模 糊 的 声音 说 道 ,“ 我 这 人 ， 什 么 都 不 行 呢 。” 

… 为 什么 这 么 说 ?” 

“我 这 人 ， 什 么 痢 不 行 啊 。” 泰 条 拉 仍 旧 看 着 地 面 说 道 ,“ 米 尔 嘉 能 谈 
论 很 高 深 的 数学 ， 和 盈盈 能 创作 出 很 棒 的 音乐 ， 可 是 我 …… 我 什么 都 不 会 。 
对 我 而 言 ， 因 为 学 长 你 ,数学 才 变 得 有 意思 了 。 可 是 ,我 净 问 问题 来 浪 
费 学 长 你 宝贵 的 时 间 。 我 什么 …… 什么 都 为 你 做 不 了 。 

“ 泰 打 拉 …… 你 错 了 。 我 因为 你 , 才 有 了 毅力。 分 类 讨论 的 时 候 ， 
举例 的 时 候 ， 我 都 会 想起 你 。 这 种 对 一 件 事 坚 持 到 底 的 努力 精神 ， 我 是 
从 你 身上 学 到 的 。” 





4.4 归途 121 





人 她 还 氏 着 头 。 

“所 以 啊 ， 你 还 是 可 以 跟 之 前 一 样 ， 来 随便 问 我 问题 。 这 还 能 反 过 来 
让 我 学 到 一 些 东西 。 

“学 长 ……" 泰 条 拉 抬 起 头 ， 面 色 绯红 ,“ 谢 谢 你 。 是 呢 …… 如 果 我 
不 明白 的 ， 那 我 就 不 客气 ， 直 接 问 你 。 可 是 ， 如 果 烦 到 你 的 话 ， 请 你 
一 定 要 说 哦 。” 


泰 打 拉 注 视 着 我 ， 接 着 说 道 : 
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我 们 把 数列 1 于 ,于 ,…… ,二 ,逐步 接近 的 “目的 地 ” 
称 为 该 数列 的 极限 值 ， 记 作 [ lim 立 ]。 

然后 ， 我 们 称 数 列 1, 寺 ,二 ,… ,二 … :收敛 于 0。 

注意 ， 这 里 只 是 把 数列 指向 的 目标 称 为 该 数列 的 极限 值 ， 
并 没有 说 数列 会 到 达 该 目的 地 。 

这 绝 不 ， 绝 不 (Never! Never 1! ) 

意味 着 数列 在 “经 过 无 限 的 操作 后 ”等 于 0。 

一 一 《无 限 的 悖 论 沁 习 





第 5 章 


莱 布 尼 茨 出 之 梦 





持久 不 能 成 为 衡量 真 假 的 标准 。 
虽然 晴 星 的 一 天 、 樟 看 的 一 夜 ， 

在 其 一 生 中 都 只 是 一 段 短 暂 的 时 光 ， 
但 绝 非 没有 意义 。 

一 一 《来 自 大 海 的 礼物 》I9] 


5.1 若 尤 里 ， 则 非 泰 末 拉 


5.1.1 “ 若 …… Us ”的 含义 

“我 不 明白 ' 若 …… 则 .……: » | ” 

今天 是 周 六 。 尤 里 一 进 到 我 的 房间 ， 就 呈 践 道 。 

“什么 啊 ? 这 么 突然 ”我 抬 起 头 ， 把 视线 从 桌子 上 移 开 。 
“你 看 你 看 ， 逻 辑 里 不 是 有 个 “ 阁 A， 则 B’ 吗 ?这 个 ,我 不 理解 。” 
我 叹 了 口气 ， 面 向 尤 里 。 
“ 尤 里 啊 ， 你 把 话 ] 
“可 是 ， 哥 哥 你 已 经 听 懂 了 吧 ?” 


i 听 懂 是 才 懂 了 。” 























































































































































































































Or 
汪 
学 
| 
| 
a 
Ek 
口 





















































@ 17 世 纪 德国 哲学 家 、 数 学 家 ， 历 史上 少见 的 通才 ， 被 誉 为 “十 七 世纪 的 亚 里 士 多 
德 "。 一 译 者 注 


La 0o 
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“不 愧 是 哥哥 哎 ! ” 尤 里 坏 笑 道 。 

我 又 深 深 地 叹 了 口气 , 把 笔记 本 新 翻 开 了 一 页 。 她 拉 过 椅子 坐 在 我 身 旁 ， 
戴 上 了 那 副 树脂 边框 的 眼镜 。 

“假设 有 两 个 命题 , 即 A 跟 B。 把 A 跟 B 用 “车 …… 则 ……… " 连 起 
来 ， 形 成 一 个 新 的 命题 “ 若 A， 则 B ”。 用 式 子 写 出 来 ， 就 是 下 面 这样 。 
A 人 一 了 B 

“ 哦 哦 。” 泰 末 拉 点 头 。 
“命题 就 是 判定 真 假 的 数学 性 观点 。 既 然 有 命题 A 跟 命 题 B 两 个 命题 ， 
那 真 假 的 组 合 就 总 共有 四 种 。 对 于 每 一 种 组 合 ， 命 题 A 坊 B 的 真 假 都 是 
确定 的 。 我 来 动手 画 个 真 值 表 岂 试 试 。 
A B A 僵 B 
假 ” 假 真 
假 真 真 
真 假 假 
“对 对 ， 就 是 这 个 ， 就 这 个 我 不 理解 。 
“ 尤 里 你 知道 怎么 看 真 值 表 吗 ?” 
“ 喂 , 看 不 起 人 嘛 ? 比如 最 上 面 那 行 , 意思 就 是 ' 知 A 为 假 且 B 为 假 ， 
则 A 过 B 为 真 " 。 
“ 咽 ， 没 错 。 那 你 不 理解 哪 一 行 呢 ?” 
“我 不 理解 第 一 行 和 第 二 行 。 第 三 行 和 第 四 行 我 理解 。” 
“那个 嘛 …….” 


























































































































“你 看 嘛 ， 你 想 想 “车.…… 则 ……” 的 意思 啊 ! ” 尤 里 抢 了 我 的 话 , “在 
@ 表示 多 辑 事件 的 输入 和 输出 之 间 全 部 可 能 状态 的 表格 ， 即 列 出 命题 公式 真 假 值 的 表 。 
通常 以 1 表示 真 ， 以 0 表示 假 。 一 一 译 者 注 















































第 一 行 和 第 二 行 里 , A 是 假 的 ! 





前 提 都 不 成 立 了 ,可 “ 若 A， 


“也 是 啊 ， 我 应 该 怎么 解释 呢 …… ”我 发 悉 。 





-未 
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E? 也 就 是 说 “车 A, 则 B' 这 个 前 提 不 成 立 。 
则 也， 仍 为 真 ， 不 觉得 很 奇怪 吗 ?” 










































































对 啦 ” ， 却 不 给 我 讲 。 
































“ 那 家 伙 说 “思考 意思 以 后 ， 肯 定 会 觉得 奇怪 '。 可 是 他 光 说 “这 样 就 










































































( 那 家 伙 ? ) 

站 个 a 尤 里 小 E 没 
则 ……… 2 

“ 府 ……… 没 ， 没 想 过 。” 

































































“既然 你 能 理解 第 三 行 和 第 四 行 ， 那 我 们 就 先 把 它们 放 在 一 边 。 然 
























































A nl 和 






























































后 ,我 们 把 第 一 行 和 第 二 行 的 所 有 情况 列 出 来 ,而 


“ 咽 … 嗯 ! 原来 如 此 …: 





























成 


下 哪 种 情况 才 














已 























… 哥 哥 你 好 厉害 1 






































































































































“ 那 我 们 来 画 个 真 值 表 吧 。” 
A BIG) (2) (3) 04) 
假 假 | 假 | 假 | 真 | 真 
假 真 | 假 | 真 | 假 | 真 
真 假 | 假 | 假 | 假 | 假 
“这 就 是 所 有 的 了 ?” 
























































nn 因 7? 
YIN ! 






































所 以 ，(1) 指 的 是 “A 日 




















尤 里 探 出 身子 看 着 表格 。 


“很 热 的 , 别 靠 过 来 嘛 。 来 
“总 之 ， 前 提 都 不 成 立 了 ， 
“ 那 是 A 为 假 时 ，' 若 A， 


“可 是 啊 ， 万 里， 你 好 好 看 看 表格 。(1) 只 在 A 跟 B 都 为 真 时 为 真 。 


有 
B 。 

















, (1) ~ (4) 里 哪个 适合 “ 若 ………: 则 ……: ,9 
命题 还 是 真 的 那 种 情况 太 奇怪 了 ! ” 


则 B ”也 为 假 的 那些 咯 ? 那 就 是 (1) 啊 。” 


















































































































































“ 啊 ， 这 样 呀 。' 若 …… 则 …… ， 跟 “ 且 ' 相同 ， 有 点 奇怪 噶 ……: 9 
“顺便 说 一 下 ，(2) 就 是 B 本 身 。 ' 若 A, 则 B- 跟 和 A 没 有 关系 ,这 














































































































































































































































































































“ 啊 ， 真 的 …… 咽 ， 那 (3) 呢 ?” 

“(3) 是 A = B。 也 就 是 说 ，A 跟 B 的 真 假 相 同时 ，(3) 为 真 。” 

“ee Ns: ”和 “相同 ” 应 该 不 一 样 啊 ， 鸣 !1” 尤 里 哼 哪 道 。 

“是 吧 ? 所 以 ， 除 了 (4)， 其 他 都 不 适合 “ 若 …… 则 …… ' 。 说 起 来 ， 
要 拿 什 么 放 在 “ 若 …… Ms ”里 ， 本 来 就 是 人 为 决定 的 事 儿 。” 

“ 咖 虽说 还 有 不 太 明 白 的 地 方 ， 不 过 我 明日 怎么 靠 真 值 表 来 判 
断 哪 个 适合 “ 若 …… 则 和 ” 了。 哥哥 ， 谢 啦 。 











5.1.2 莱 布 尼 茨 之 梦 
“无 里 你 还 真是 喜欢 条 件 跟 逻辑 啊 。 很 少 有 人 初 二 就 能 理解 到 这 种 程 
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“ 跟 牛 顿 一 个 时 期 的 ，17 世纪 的 数学 家 。 和 牛顿 你 知道 吧 ? ” 
“当然 ， 人 研究 苹果 掉 下 来 的 那个 园艺 家 。” 
“不 对 不 对 ! ……… 真是 的 。 是 发 现 万 有 引力 




























































































mm 
由 











事 的 那个 物理 学 家 。 





























有 


























尤 里 闭 盆 ,我 笑 着 表示 : 别 开 玩笑 了 啦 ! 
“ 羔 布 尼 欧 啊 , 把" 思考" 看 作 了 “计算 '。 他 想 要 用 机 械 性 计算 来 实 


现 逻 辑 性 思考 。” 
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i 是 说 ， 他 要 做 














器 ? 就 像 计 算 机 。” 





























E 布 尼 区 之 梦 '， 应 该 就 是 这 样 吧 。 他 




















只 要 是 人 ， 都 能 单 赁 计算 来 判断 当下 哪怕 是 
今后 ， 人 们 不 会 再 争论 已 奔 


“ 哇 啊 ! 好 酷 ! 不 过 ， 不 可 能 靠 计 算 判断 就 能 让 人 不 再 争论 吧 ? 全 世 



































































































































复杂 的 真理 。 
新 的 发 现 。 2 





最 
所 的 事物 ， 而 会 奔赴 


















































区 

















? 哥哥 你 也 说 过 要 好 好 思考 问题 的 
































““ 解 题 时 不 思考 含义 ” 跟 列 式 子 时 的 思路 很 像 。 一 思考 含义 就 容易 



































课 变 成 数学 课 的 时 候 ， 老 师 不 也 说 过 让 











出 错 。 你 看 ， 上 了 初 















































5 至 能 用 心算 回答 的 简单 问题 ， 老 师 也 









































些 考 试 不 列 式 子 就 会 扣 分 。 因 为 这 样 ， 我 还 
































让 平平 的 。 















































你 学 会 怎么 在 读 了 题 ， 列 出 式 子 以 后 进 
所 

































































“学 会 不 思考 含义 地 往 下 计算 。 从 具体 例 了 










































































不 从 某 阶段 始 ， 了 思维 从 “人 千 

































































犁 了 ， 就 是 列 式 子 。 只 要 去 到 “ 式 

































































能 让 式 子 变形 。 我 们 可 以 用 各 种 各 样 的 方 


启 













































































从 “ 式 子 的 世界 ”返回 到 “含义 的 世界 ”， 












































商 自 莱 布 尼 菊 的 著作 《 苹 








逻辑 学 六 尚 无 中 文 版 )。 
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就 能 解 开 原 来 的 问题 了 。” 
咀 i 不 太 明 中 机 到 
“ 译 ?” 真 不 明白 么 。 比 如 求 革 果 价 钱 的 题 ,“ 设 价钱 为 z 日 元 ， 列 
一 个 方程 式 。 这 就 算 向 着 “ 式 子 的 世界 ”启程 了 。 接 下 来 解 方 程式 ， 求 出 
ZX 二 120， 这 就 是 求解 。 然 后 想 着 “zx 表示 价钱 ， 并 回 到 “含义 的 世界 "。 
这 样 一 来 ， 就 能 得 出 答案 是 120 日 元 。 所 以 啊 ， 所 谓 “ 式 子 的 世界 ”就 
像 照 出 这 个 世界 的 镜子 似 的 。 照 得 好 的 话 ， 就 能 用 式 子 的 变形 来 解决 这 
世上 的 问题 。 
含义 的 世界 式 子 的 世界 
PA: > 和 
蔷 果 的 价钱 一生 轨 “日 于 关于 的 方程式 
| 解 方程 式 
120 < 一 120 
~ z 表 示 价 钱 
过 “ 式 子 的 世界 ” 来 解 题 
“这 也 太 顺 利 了 吧 ?” 尤 里 各 起 用 彩 。 
“当然 ， 这 是 在 照 得 好 的 前 提 下 。” 
“就 是 说 ……… 如 果 能 组 织 好 式 子 ， 就 能 用 式 子 解 开 能 用 式 子 解 开 的 
问题 ? 这 不 是 理所当然 的 嘛 ! ” 
5.1.3 理性 的 界限 ? 
里 “ 吗 噜 鸣 噜 ”地 喊 着 ,伸展 着 双 臂 。 
你 知道 哥 德 尔 不 完备 定理 吗 ?” 
“ 咽 ， 我 听 说 过 ， 不 过 不 知道 具体 内 容 。” 
“那个 ， 我 之 前 跟 那 家 伙 吵 了 一 架 之 后 ， 慢 慢 熟 悉 了 起 来 。 刚 才 那 个 
2 和 则 | NO " 就 是 也 跟 我 贡 的 。 他 喜欢 数学 和 可 能 是 我 们 年 级 里 
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书 读 得 最 多 的 人 。” 

“那个 定理 是 怎么 回 事 ?” 
“ 按 他 说 的 ， 哥 德尔 不 完备 定理 是 一 个 很 复杂 的 数学 定理 ， 这 个 定理 

FE 明 了 数学 是 不 完备 的 。 因 此 ， 数 学 这 种 由 人 类 的 头脑 创造 出 的 最 严谨 

的 学 问 ， 也 是 不 完备 的 。 好 像 是 叫 理 性 的 界限 。 他 说 哥 德 尔 不 完备 定理 
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证 明 出 了 理性 的 界限 …… 那 家 伙 放 了 学 都 还 在 一 个 劲 儿 地 说 呢 。” 
“ 放 了 学 ?” 
“人 家 连 一 半 都 没 听 懂 。 他 也 说 不 知道 这 个 定理 的 具体 内 容 ， 我 这 才 
打算 来 问 问 哥哥 你 ……” 




















“你 俩 放学 以 后 一 直 都 在 讨论 ?” 









































5 于 
五 
5 于 
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LD 
dt 
I 加 
加 | 
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hh 
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Ter 
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“ 哈 ? 哥哥 你 在 说 什么 啊 …… 莫名 其 妙 1” 
尤 里 说 着 ， 又 开始 打量 我 的 书架 。 我 看 着 她 的 辫子， 关子 像 小 马 的 
尾巴 般 晃 来 晃 去 …… 不 知 为 何 ， 我 心里 不 太 舒 服 。 































































































5.2 若 泰 沙拉 ， 则 非 尤 里 


5.2.1 备战 高 考 

“ 早 安 ， 学 长 !” 

“你 还 是 这 么 有 活力 啊 ， 泰 条 拉 。” 

清晨 。 上 学 路 上 ， 泰 条 拉 过 来 跟 我 打招呼 。 
“学 长 ， 那 个 ……… 有 点 事 想 跟 你 商量 。” 


“怎么 了 ? 这 么 严肃 。” 
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我 放 慢 脚步 ,倾听 泰 条 拉 说 的 话 。 

“那个 , 虽然 边 走边 说 有 点 不 好 ， 不 过 我 还 是 想 请 教 一 下 学 长 如 何 “ 备 
战 高 考 '。 我 马上 升 高 二 了 ， 有 点 担心 高 考 ……” 
“原来 是 担心 高 考 啊 。” 
现在 是 二 月 ， 高 三 学 生 正 处 在 高 考 季 。 整 个 学 校 都 紧张 分 分 的 。 他 
们 都 抱 着 这 样 的 心态 : 熬 过 这 个 季节 ， 迎 来 “春天 "。 这 份 紧张 也 传染 给 
了 我 们 这 些 高 一 、 高 二 的 学 生 。 






































































































































































































































































































































“高 考 要 怎么 准备 才 好 啊 ? 我 一 点 都 不 懂 。 高 考 是 一 场 超大 型 的 实力 
考试 吧 ? 跟 学 校 定期 举行 的 考试 不 一 样 ， 没 有 范围 。 嗯 …… 中 考 那 会 儿 ， 
我 已 经 很 紧张 了 。 我 要 往 笔记 本 上 一 遍 又 一 遍地 抄 相同 的 知识 ， 这 花 掉 
我 好 多 好 多 时 间 …… 而 我 那些 朋友 理解 得 快 ， 记 得 也 快 ， 所 以 我 想 ， 是 
不 是 我 没 找 对 方法 啊 ……” 




















我 没 说 话 ， 点 了 点 头 。 泰 条 拉 深 吸 一 口气 ， 继 续 说 道 : 
“我 很 庆幸 一 上 高 中 就 开始 跟 学 长 你 聊 数学 。 我 数学 成 绩 进 步 相当 大 。 
多 亏 了 学 长 你 ， 我 才 好 像 学 握 了 -一 点 诀窍。 
“ 诀 穿 ?” 
“ 虽 。 “严谨 地 思考 ”重视 定义 … “重视 语言 '…… 
“ 喔 ， 你 是 这 个 意思 啊 。” 
“我 数学 成 绩 上 去 了 很 多 。 英 语 我 也 很 喜欢 ， 应 该 没什么 问题 。 但 是 
我 有 时 候 会 想 ， 需 要 为 了 备战 高 考 特别 地 下 一 番 工 夫 么 ? 虽然 我 朋友 说 ， 














































































































































































































































































































数学 跟 英语 好 ， 就 没什么 好 怕 的 了 ……… . 

我 们 刚 要 过 马路 ， 信 和 号 灯 就 变 成 了 红色 。 在 我 俩 等 红绿灯 的 时 候 ， 
我 突然 意识 到 一 件 事 。 

“话说 ， 我 突然 想到 ， 泰 淋 拉 ， 有 没有 什么 东西 是 你 很 伯 的 ?” 
人 中 上 日 本 与 中 国 不 同 ， 新 学 期 一 般 在 每 年 四 月 开始 ， 并 在 来 年 的 三 月 左右 结束 ， 而 大 学 





































































































升学 考试 一 般 在 二 月 左右 。 编者 注 





5.2 ”者 泰 洲 拉 ， 则 非 尤 里 131 











“ 训 ? ”她 抬 起 头 ， 大 大 的 眼睛 滴 泣 转 了 一 圈 。 
“在 谈 备战 高 考 这 个 重大 话题 之 前 ， 先 谈 谈 具 体 们 什么。 
泰 打 拉 朋 了 两 三 下 眼 ， 咬 着 指甲 ， 努 力 想 着 。 

“ 咖 ， 我 觉得 …… 我 正式 考试 很 弱 。” 

她 说 完 就 不 咏 声 了 。 
“正式 考试 很 弱 …… 是 怎么 个 感觉 ? ”我 温柔 地 问 道 。 
“ 咕 汪 2 会 焦虑 吧 。 时 间 分 配 得 不 好 ， 而 且 没 办 法 把 思考 到 一 半 的 















































































































































































































































页 放弃 而 往 下 做 别 的 …… 所 以 ， 我 碰 到 考试 就 非常 紧张 ， 心 想 要 是 磁 到 





E 题 了 该 怎么 办 。 我 很 怕 这 种 状况 ……” 

























































































“原来 如 此 。 那 练习 一 下 “计时 赛 ` ， 也 就 是 在 规定 时 间 内 解 题 如 何 ? 














tC 像 练 习 限时 考试 似 的 。” 


cat 





























































































































































































































“了 咱们 高 中 好 多 是 重点 高 中 ,课程 表 里 也 包括 如 何 备考 这 个 课程 。 所 






























































以 ,我 觉得 只 要 好 好 上 课 ， 基本 就 没 问题 了 。 不 过 ， 光 去 上 课 并 不 一 定 
就 能 学 得 好 ， 这 是 肯定 的 。 所 以 ， 还 得 掌握 授课 内 容 。” 

















































































































泰 打 拉 忽 然 用 只 手 比 了 一 个 公主 抱 的 手势 。 这 授课 内 容 还 真是 相 

























































































“上 课 重 要 的 是 集中 精神 听讲 。 这 点 泰 条 拉 你 应 该 基本 上 没什么 问题 。 






















































































[老师 讲 的 内 容 ， 然 后 原原本本 地 去 理解 。 做 笔记 也 很 重要 ， 不 过 先 得 
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好 好 听 。 一 听讲 ， 就 会 有 疑问 。 不 过 ,不 能 把 老师 的 话 抛 到 一 边 ， 自 己 
想 自己 的 。 要 先 把 在 意 的 地 方 赶快 记 下 来 ， 课 后 再 仔细 讨论 。 上 课 期 间 
要 集中 精神 听讲 ， 不 能 因为 有 疑问 ， 就 在 上 讨 
会 听 漏 重要 的 知识 点 。 这 就 糟糕 了 。 学 习 是 从 认真 听讲 开始 的 。” 
“ 嗯 ， 这 点 我 深 有 同感 。” 
“ 先 不 说 这 个 。 其 实 ， 我 也 跟 你 一 样 ， 不 清楚 怎么 备战 高 考 。 现 在 就 
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司 一 直 想 着 ， 这 样 可 能 








北 














































































































































































































































































































在 重复 着 “ 听 j 复 忆 看 参考 书 ” 这 个 过 程 。 虽 说 我 也 一 直 在 留心 ， 
尝试 自己 动脑 来 认真 思考 。” 
“学 长 你 经 和 常 提 到 “自己 动脑 来 思考 呢 。” 







































































“ 嗯 。 自 己 动脑 来 思考 是 非常 重要 的 。 下 课 以 后 也 要 人 论 时 间 来 思考 。 
然后 正 正 地 去 理解 。 当 然 ， 没 必要 总 是 先 理 解 了 全 部 内 容 ， 再 往 
学 习 。 有 时 候 也 会 留 下 一 些 疑 问 。 但 是 ， 这 个 时 候 我 不 会 “ 装 懂 "。 我 
会 提醒 自己 “这 里 我 还 不 懂 ”。 要 一 直 思 考 ， 直 到 自己 真正 理解 为 止 。 越 
较真 ， 学 习 就 越 有 趣 。 

“7 泰 洲 拉 无 声 地 点 了 点 头 。 

“如 果 你 还 没有 明白 ， 那 么 就 算 全 世界 的 人 都 说 “明白 了 , 很 简单 啊 ”， 
你 仍然 要 鼓 起 勇气 说 “不 ， 我 还 不 明白 "。 这 一 点 很 重要 。 就 算 别 人 再 怎 
么 明白 ， 如 果 自 己 不 明白 ， 那 也 没有 意义 。 要 人 花 时 间 来 思考 ， 思 考 到 理 
解 为 目 。 这 样 得 到 的 东西 就 一 辈子 都 属于 自己 。 谁 也 抢 不 走 ， 认 真 学 习 ， 
细心 积累 ,会 带 给 你 自信 。 那 种 “就 算 考试 也 不 会 焦虑 ” 的 自信 。” 
SO 了 泰 打 拉 点 了 几 L 下 头 。 
“ 呵 ， 不 好 意思 ， 我 只 顾 着 自 说 自 话 了 。 
i 我 身边 都 没有 人 会 跟 我 说 这 些 。 老 师 没 有 这 人 么 说 过 ， 
爸 妈 也 没有 这 人 么 说 过 。 我 ， 对 我 ， 对 泰和 杀 拉 来 说 ， 学 长 你 果然 非常 …… 
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嘉 133 
到 学 校 了 。 
我 们 穿 过 校门 ， 到 了 教学 楼 入 口 的 换 鞋 处 。 入 口 是 按 年 级 划分 的 。 
“ 那 放 学 后 再 见 。” 我 说 。 
…… 然而 ， 她 在 原 地 别 跑 ， 没 有 挪动 脚步 。 
“怎么 了 ?” 
“学 长 !” 
“在 1” 
泰和 打 拉 一 下 子 提 高 了 嗓门 ， 我 也 不 由 得 大 声 应 道 。 她 用 大 大 的 眼睛 
认真 地 、 直 直 地 注视 着 我 。 
se 那个 、 有 个 a 那 什么 ， 那个 a 长 ， 个 | 
“怎么 了 ， 泰 条 拉 。” 
“那个 1!” 
预备 铃 响 了 。 
由 Eb 和 那 ， 那 放 人 后 再 见 二 各 














5.3.1 教室 








放学 后 ， 我 们 班 的 教室 。 
虽然 课 上 完了 ， 班 会 也 开 完 了 ， 可 米尔 喜 还 在 看 书 。 
“在 看 什么 书 ?” 


米尔 嚣 没 说 话 ， 拿 起 书 ， 给 我 看 了 看 封面 










































































Godel’s Incompleteness Theorems 





“外 文书 啊 …… 六 
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“ 哥 德 尔 不 完备 定理 。” 米 尔 嘉 回 答 道 。 
喷 ! 话说 ， 之 前 尤 里 跟 我 提 过 这 个 定理 ， 是 什么 ……: 证 明了 “理性 
的 界限 ”的 定理 ?” 
里 跟 你 说 这 个 ?” 她 抬 起 头 ， 一 脸 严 肃 。 
“… 咽 。” 

“理性 的 界限 ……: 这 理解 得 不 好 。 米尔 嘉 评 价 道 ,“ 那 你 呢 ?” 

“我 0” 

“你 跟 尤 里 正确 解释 了 没 ?” 她 直 勾 勾 地 采 着 我 。 

1 没 。 我 慨 于 米尔 亮 的 目光 ， 把 我 跟 尤 里 的 谈话 告诉 了 她 。 
莱 布 尼 芒 之 梦 啊 …… 咽 。” 

米尔 嘉 静 静 地 把 书 放 下 ， 闭 上 双眼 ， 沉 默 了 一 会 儿 。 她 团 眼 的 时 候 ， 
不 知 为 何 ， 我 总 是 不 由 自主 地 沉默 。 或 许 我 是 在 等 竺 由 米尔 嘉 内 部 而 生 
的 某 样 东 西 。 或 者 是 因为 ， 她 毫 无 防备 厂 上 双眼 的 样子 ， 非 常 地 …… 

“学 长 ! 米尔 嘉 学 姐 ! 好 久 不 见 ! 7” 

活力 少女 进 了 教室 。 我 把 目光 从 米尔 嘉 身 上 移 开 。 

“ 啊 ， 米 尔 嘉 学 姐 ， 你 在 想 事情 啊 ……: 对 不 起 。” 泰 条 拉 疏 忙 用 双手 
遮 住 嘴 。 因 为 是 高 年 级 的 教室 , 之 前 她 都 不 好 意思 进来 , 不 过 最 近 也 习惯 了 ， 
都 是 大 大 方 方 地 跑 过 来 。 

“好 久 不 见 ? ……… 今天 早上 我 们 不 是 才刚 见 过 么 ? ”我 说 。 

虽然 泰 淋 拉 慌 民 张 张 地 训 了 进来 ， 米 尔 嘉 却 训 无 反应 ， 仍 然 财 着 眼 ， 
还 在 思考 。 

友基 拉 用 指头 戳 了 和 截 我 ， 指 了 指 米尔 嘉 扣 在 桌面 上 的 书 。 书 的 封底 
上 印 着 的 标记 跟 学 校 图 书 室 里 的 不 一 样 。 









































久生 加 嫩 角 


NAAABiohAssliBhAAy | 








这 标记 是 什么 ”藏书 印 ? 
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“ 双 仓 图 书馆 。 米尔 嘉 睁 
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5.3.2 形式 系统 





“下 面 ， 我 们 来 生成 一 个 命题 逻辑 的 形式 系统 玩 儿 。” 






































米尔 露 拿 着 白色 粉笔 ， 
































9" 乡 式 系统 














眼 说 道 ,“ 泰 条 拉 你 也 来 啦 。 正 


@Onm » 


Le 




















我 跟 泰 沙拉 在 教室 的 最 前 




















“研究 逻辑 学 的 方法 分 为 
说 到 “语义 学 ”时 ,她 





时 则 写 了 个 Syntax。 

















黑板 前 。 








种 ， 语 义学 和 名 法学。 
黑板 上 写 了 个 Semantics; 说 到 “句法 学 ” 





















































j 真 假 





“简单 来 说 ,语义 学 就 是 









































的 方法 。 寺 
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我 们 
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研究 命题 的 关系。 不 过 我 们 


















































i 要 用 的 是 句法 




































































逻辑 学 的 研究 方法 
语义 学 (Semantics) 


句法 学 (Syntax ) 














过 关注 逻辑 公式 的 形式 来 往 下 研究 。 总 





> ,就 是 不 思考 含义 ,只 思考 形 








































































































Q@ 英文 写作 Propositional Logic, 亦 称 命题 演算 , 是 




























































































两 种 方式 形成 : 给 出 公理 ， 根 据 确定 的 推理 规则 推 
理 演算 ; 还 有 一 种 是 借助 自然 演算 和 





， 不 给 出 公理 ， 
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@) 英文 写作 Formal System。 
只 讲 符号 、 公 式 和 公式 的 变 


























攻 式 系统 是 
换 。 在 一 个 公理 站 2 二 内 ， 




















完全 形式 




































































列 特定 的 符号 表示 逻辑 概念 或 f 


单 命题 ， 用 公式 表示 复 
































变 成 符号 与 符号 之 间 的 变换 。 








系统 包括 各 种 初 如 




















规则 。 命 题 演算 就 是 一 个 形式 系统 。 一 一 译 者 注 























组 成 的 系统 。 
>， 这 称 作 公 
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“句法 学 研究 的 是 形式 系统 。 接 下 来 我 们 要 生成 一 个 形式 系统 ， 和 暂且 
将 其 称 为 “形式 系统 HH” 吧 。 
“那个 ， 我 想 问 一 下 …… ” 泰 打 拉 举 起 手 , “形式 系统 …… 个 概念 
大 抽 象 了， 我 不 知道 该 怎么 理解 才 好 …… ” 

“ 泰 末 拉 ， 你 可 以 先 不 用 理解 ， 它 马上 就 会 变 具 体 了 。” 米 尔 襄 温 柔 
地 回应 道 ， 继 续 写 着 板书 。 
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“ 接 下 来 ， 我 们 按照 下 面 这 个 顺序 来 逐一 定义 概念 。 

。 逻辑 公式 

。 公 理 和 推理 规则 

。 证 明和 定理 

“公理 、 证 明 、 定 理 …… 这 些 数学 概念 我 们 都 很 熟悉 了。 下 面 我 们 































































































要 在 形式 系统 中 定义 这 些 概念 ， 然 后 以 数学 的 微缩 模型 的 形式 来 感受 生 
成 好 的 形式 系统 HH 

“数学 的 ……… 微缩 模型 ?1 ” 泰 条 拉 感 到 不 可 思议 。 

米尔 嘉 撞 了 撞 手 上 沾 到 的 粉笔 末 。 
“生成 形式 系统 是 “用 数学 研究 数学 ”的 第 一 步 。” 

“用 数学 ……… 研究 数学 ?” 从 刚刚 开始 ， 秦 条 拉 就 一 直 在 凤 班 学 舌 般 
重复 米尔 嘉 的 话 。 不 过 ……: 我 自己 也 完全 不 知道 她 要 讲 什 么 了 。 

“ 先 别管 这 些 。 米尔 嘉 说 ,“ 我 们 看 逻辑 公式 。 
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5.3.3 逻辑 公式 

















“我 们 如 下 定义 形式 系统 也 中 的 逻辑 公式 





逻辑 公式 (形式 系统 瑟 的 定义 1 ) 





户 逻辑 公式 F1 


让 














庆 
SB 
尘 
准 
ll 
己 
SB 
a 
语 











上 > 逻辑 公式 F2 





户 逻 辑 公 式 F3 若 z 和 w 都 是 逻辑 公式 ,由 
户 逻 辑 公式 F4 只 有 Fl~F3 规定 的 内 容 是 
























































“我 们 设 这 个 F1 里 写 的 变量 为 A, B,C,… 这 样 的 大 写 英 文字 母 。 不 
过 ， 因 为 具有 26 个 英文 字母 ， 所 以 到 2 以 后 我 们 就 得 像 A1, A2, A3,… 这 



































么 写 ， 这 样 才 可 以 生成 无 数 个 变量 。 
米尔 过 说 着 用 手指 向 泰信 拉 。 


“ 那 我 出 道 题 看 一 下 你 们 是 否 理解 了 。 




























































































A 是 逻辑 公式 吗 ? 






































“A 为 什么 是 逻辑 公式 …… 这 个 ， 怎 么 说 好 
“说 理由 就 行 了 。 因 为 A 是 变量 , 而 我 们 在 了 1 呈 
































ml 


























EE 义 了 “看 是 变量 





























则 z 是 逻辑 公式 ， 所 以 A 是 逻辑 公式 。” 米 







































































“上 啊 了 解 。 原 来 这 样 啊 ， 拿 定义 当 3 
“ 那 下 一 道 题 。 米尔 喜 不 给 留任 何 空 档 。 


























一 (A) 是 座 辑 公式 吗 ? 
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“为 什么 ?” 
“ 曙 …… 因为 A 是 逻辑 公式 , 而 F2 里 写 着 “ 若 
=-(z) 也 是 逻辑 公式 '"， 用 A 代 换 里 面 的 zx， 就 能 出 来 -(A)。” 






























































(A) 信 (B) 是 软 辑 公式 吗 ? 








“ 嗯 ， 是 逻辑 公式 。” 
“ 错 了 。” 米 尔 圳 立即 说 道 , “逻辑 公式 的 定义 中 没有 出 


F3 里 的 是 “v' 而 不 是 ‘和 人 ”。(A) 人 (B) 不 是 形式 系统 百 









































































































































接 下 来 看 这 道 题 。 








AVB 是 逻辑 公式 吗 ? 

















现 “A’ 这 个 符号 。 











的 逻辑 公式 。” 








我 没 好 好 看 。” 泰 末 拉 轻 轻 襄 了 一 下 自己 的 脑袋 。 




















































































































































































































“这 个 这 次 是 “V "。 是 ， 这 个 是 逻辑 公式 。 
“很 遗憾 ， 管 错 了 。” ”米尔 嘉 说 道 ,“ 要 注意 是 否 有 括号 。” 
AVB 不 是 形式 系统 孔 中 的 逻辑 公式 
(A) v (B) 是 形式 系统 了 中 的 逻辑 公式 
人 遍 米 尔 嘉 写 的 板书 。 

“es 确实 ，F3 里 写 的 是 “ 若 z 和 y 都 是 逻辑 公式 ， 则 (z) V (9) 
也 是 逻辑 公式 ……… 不 可 以 省 略 括号 吗 ?” 

“也 有 省 略 的 写法 。 不 过 ， 在 句法 学 里 ， 字 符 串 …… 也 就 是 字符 的 
排列 方法 很 重要 , 为 了 强调 这 一 点 ,我 们 暂且 把 括号 也 明确 地 写 出 来 吧 。” 












































“ 叫 ， 知 道 了 。 
泰 末 拉 往 摊 开 的 笔记 本 上 迅速 写 着 笔记 。 


玉 道 题 。” 
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(-(A))V (A) 是 慑 辑 公式 吗 ? 


“怎么 这 么 复杂 …… 是 ，(-(A)) V (A) 是 逻辑 公式 。” 
“为 什么 ?” 
“ 喝 …… 因为 -(A) 和 A 都 是 逻辑 公式 ，F3 里 写 着 ‘ 若 z 和 y 都 是 
逻辑 公式 , 则 (z) v (y) 也 是 逻辑 公式 ， '(A) 代 换 里 面 的 r， 
A 代 换 y， 就 能 得 出 (-(A)) V (A) 也 是 逻辑 公式 了 。” 


“好 的 。 下 一 道 题 。” 
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(一 (一 (-(-(A)))) 是 逻辑 公式 吗 ? 





























“这 、 这 个 嘛 ，1, 2, 3, 4…… 嗯 ,这 个 是 逻辑 公式 。” 泰 打 拉 用 心 数 





























“ 没 错 。 理 由 呢 ?” 
“理由 啊 ……… 因为 F2 里 写 着 “和 若 z 是 逻辑 公式 ， 则 -(z) 也 是 逻辑 
公式 ， 所 以 重复 用 它 就 行 了 。 








































































































A 1. 是 逻辑 公式 (根据 Fl ) 
-(A) 2. 是 逻辑 公式 (根据 1 和 F2 ) 
-(-(A)) 3. 是 逻辑 公式 (根据 2 和 F2 ) 
mA)) 4. 是 逻辑 公式 (根据 3 和 了 2 ) 
mA)))) 5. 是 逻辑 公式 (根据 4 和 F2 ) 
“这 个 很 像 皮 亚 诺 算 术 里 的 后 继 数 啊 ……” 我 说 。 


























“ 啊 ! 确实 如 此 ， 很 像 很 像 。” 泰 打 拉 点 头 。 
“在 定义 逻辑 公式 时 ， 我 们 使 用 了 逻辑 公式 本 身 。” 米 尔 嘉 说 道 ,“ 这 
就 是 所 谓 的 递归 定义 了。” 











































































































@ 也 叫 作 归纳 定义 ， 是 一 种 实质 定义 ， 指 用 递归 的 方式 给 一 个 概念 下 定义 。 一 一 译 者 注 
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5.3.4 “车 二 则 





a 的 形式 























“那么 在 这 里 ,为 了 方便 理解 形式 系 纾 
来 定义 一 个 符号 “一”。” 米 尔 问 说道 。 





符号 “- "(形式 系 统 卫 的 定义 2 ) 


/ 


















































且 遇 到 (z) 一 (y) 这 种 





























性 符号 IMPLY 把 (xz) 一 (y) 定义 为 (-(z)) Vv (y)。 



































的 略 写 。 举 个 例子 ， 














就 相当 于 写 ] 





如 果 写 成 下 面 这 样 。 

















(A) 一 (B) 


以 下 罗 辑 公式 。 























(CCA)) Vv (B) 


“ 嗯 ,我 届 了 。” 泰 条 拉 点 头 。 








“ 那 不 用 “一 ” 














“[ 国 会所 9 











“很 好 。 


能 写 下 面 这 个 逻辑 公式 吗 ?” 


























NSS 























(A)= (A) 
泰 洒 拉 走 上 前 去 ， 在 黑板 上 写 了 下 面 这 个 逻辑 公 际 

















(CA)) Vv (A) 


> 




















“(A) 二 (A) 总 为 真 呢 。” 

















“你 说 的 “ 真 " 是 














“ 认 ?“ 若 A,， 则 和 A 总 为 真 …… 对 吧 ? ” 泰 末 拉 








奈 打 拉 说 道 。 


嘉 眼神 一 变 。 
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式 , 就 将 其 看 作 (-(z)) V (v) 
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“现在 我 们 在 讨论 形式 系统 。 没 有 什么 “ 真 " 和 “ 假 "， 泰 条 拉 。” 




















“ 啊 ! 





“ 装 作 不 知道 的 游戏 ? "米尔 嘉 反 问 道 。 

















米尔 闫 学 姐 ， 这 …… 是 “ 装 作 不 知道 的 游戏 " 吗 ?” 















































“就 是 说 …… 或 许 之 后 ， 我 们 会 把 (A) 一 (A) 定义 为 “大 A, 则 A’， 



































但 是 在 定义 之 前 ， 我 们 都 不 能 随便 把 它 拿 来 用 。 就 算 知 道 ， 也 必须 效 作 














































































































们 要 降低 体温 ， 去 感受 机 器 的 心情 。 不 能 让 含义 牵 着 我 们 的 鼻子 走 。 举 
个 例子 ,逻辑 公式 (-(A) ) V (A) 说 到 底 就 是 把 字符 排列 如 下 。 这 里 没 
有 什么 真 假 ， 我 们 只 关注 它 的 形式 。” 


就 是 这 人 么 个 游戏 。 


… 照 ， 这 么 说 也 行 。” 米 尔 高 上 略 表 同 意 , “讨论 形式 系统 时 ,我 
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i :不 思考 合 义 ' 的 意义 是 什么 呢 ?” 







































































才 ， 如 果 人 们 在 思考 了 含义 的 基础 上 进行 论证 ， 根 据 就 会 变 得 不 
























































明确 。 如 果 不 去 思考 含义 ， 只 关注 形式 ， 根 据 就 会 变 得 明确 。 因 为 不 管 


怎么 说， 人 们 只 会 使 用 明确 定义 过 的 事物 。 米尔 疾 回 答 道 。 


































































































… 所 以 米尔 需 才 会 每 次 都 问 "为 什么 ” 啊 ， 原 来 是 想 要 根据 呀 。 















































泰 洲 拉 沉思 。 不 知 为 何 ， 今 天 的 泰 末 拉 很 踏实 ， 不 再 是 平日 里 那个 


慌 懂 张 张 的 小 女生 ， 给 人 一 种 谨慎 认 真 的 印象 。 








































































































“ 话 昌 这 么 说 ……” 泰 淋 拉 开 了 口 ， 可 是 现在 我 们 只 得 出 了 “(A) 一 (A) 












































是 (-(A))V(A) 的 省 略 形式 " 这 一 点 线索 呀 。 这 个 …… 就 论证 而 言 ， 


感觉 也 大 简单 了 。 


“因为 
























































我 们 才刚 定义 了 ' 远 辑 公式 ' 而 已 呀 ， 泰 末 拉 。 下 面 我 们 进入 
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位 美 少 女 讨论 数学 ， 我 禁不住 心潮 洁 济 。 
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原来 如 此 。 刚 刚 , 我 们 是 在 制作 数学 的 微缩 模型 。 讲 皮 亚 诺 算术 那 会 儿 ， 
我 们 定义 了 自然 数 集 N 和 自然 数 的 加 法 运算 。 这 里 的 形式 系统 HH 则 更 加 
根本 ， 因 为 它 连 真 假 都 没有 。 
































































































































































































































We 刚刚 ， 米 尔 喜 说 什么 来 着 ? 
我 看 着 黑板 上 的 词语 。 公 理 、 推 理 规 则 、 证 明 、 定 理 ……? 连 支 撑 净 
学 的 最 重要 的 概念 一 一 证 明 都 能 被 我 们 以 微缩 模型 的 形式 建立 起 来 吗 ? 




























































































数学 研究 数学 我 细 细 品味 着 米尔 嘉 的 这 句 话 。 























5.3.5 ”公理 
“我 们 刚刚 定义 了 逻辑 公式 ， 下 面 来 定义 公理 。 在 
公理 指 的 是 P1~ 了 P4 
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式 系统 H = 
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公理 (形式 系统 瑟 的 定义 3) 
户 公理 Pl ((z) Vv (x))— (7) 
公理 P2 (z) 一 ((z) Vv (VY)) 
户 公理 P3 ((x)V (y))=((y) Vv (7)) 
公理 P4 ((z) (WW) (2 V (7)) = (2) V (W))) 






































“P1~ 了 P4 是 公理 的 形式 ， 也 叫 公理 模式 。 只 要 把 逻辑 公式 代入 公理 
模式 中 的 z、y、z 里 ， 什 么 都 能 成 为 公理 。 那 这 次 换 你 来 答 。” 


米尔 嘉 推 了 推 眼镜 ， 看 着 我 。 














































































































((A)V (A)) 二 (A) 是 公理 吗 ? 
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“ 咽 ， 是 公理 啊 。 我 答 道 ,“P1 里 写 着 ((z) V (z)) 一 (z)， 用 逻辑 
公式 A 代 换 这 里 面 的 zx， 就 变 成 了 ((A) V (A)) 一 (A)， 对 吧 ?” 
“很 好 。 米尔 亮点 头 ,“ 那 这 个 呢 ?” 













































































(A) 一 (A) 是 公理 吗 ? 
























































“我 觉得 成 立 ……” 我 答 道 ,“ 不 对 ， 这 就 考虑 到 真 假 了 。 光 看 形式 













































































i 公理 的 定义 就 知道 ] 本 我 答 道 ， “ 公 里 的 定义 E 四 个 ， Pl~P4。 不 





































































































































































































































































































管 把 任何 逻辑 公式 套 到 里 面 的 zx、y、z 里 , 都 不 会 变 成 (A) 一 (A) 这 种 形式 。” 

«EE 差不多 吧 。” 

“米尔 嘉 学 姐 ……: ”和 泰 条 拉 带 着 回 腔 说 道 ,“ 你 们 在 说 什么 ,我 一 点 
儿 都 跟 不 上 。” 

“是 吗 ? ”米尔 嘉 一 脸 平 静 ,， “哪里 不 明白 ?” 

“全 都 不 明白 ……… 啊 ， 不 ， 我 明白 你 们 在 说 公理 ， 也 明白 公理 就 是 某 种 
式 的 逻辑 公式 。 我 不 明白 的 是 ……: 怎么 说 呢 ， 为 什么 要 把 这 个 弄 成 公理 。 






















































































“ 那 我 们 从 头 开始 讲 吧 。” 














5.3.6 证 明 论 

“为 了 从 形式 上 研究 数学 ， 我 们 在 前 面 以 字符 串 的 形式 定义 了 逻辑 公 
式 。 接 下 来 我 们 要 从 形式 上 来 定义 公理 、 证 明 、 定 理 等 。 以 希 尔 伯 特 岂 
为 首 的 数学 家 们 发 现 了 用 于 形式 系统 的 公理 。 也 就 是 说 ， 他 们 想 出 了 能 
用 来 生成 形式 系统 中 的 逻辑 公式 的 集合 。” 


“ 那 是 数学 家 们 先天 地 假设 了 公理 为 真 ， 对 吧 ? ” 
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@ 德国 著名 数学 家 ， 被 称 为 “数学 界 的 无 蝎 之 王 "， 是 天 才 中 的 天 才 。 一 一 译 者 注 















































真 假 。” 米尔 嘉 说 道 。 
“不 出 现 真 假 ， 也 有 公理 …… 吗 ?” 
句法 学 是 基于 与 “证明 的 关系 来 思考 公理 的 。 公 理 指 的 是 能 在 证 
明 时 无 条 件 地 使 用 的 逻辑 公式 。 也 可 以 说 ， 公 理 就 是 “即使 没有 证 明 ， 
也 可 以 视 为 定理 ' 的 逻辑 公式 。" 

泰 打 拉 似乎 对 米尔 嘉 的 话 有 了 些许 感触 ， 只 见 她 眼神 中 透露 出 十 分 
的 认真 ， 咬 着 指甲 。 


“地 个 ;我 Wn 我 想 问 一下,，“ 为 真 " 和 “已 被 证 明 ' 是 …… 不 同 的 






























































































































































































































































































































































“这 问题 提 得 好 ， 泰 打 拉 。 确 实 不 同 , 虽说 这 个 话题 有 点 跑 偏 了 。 
公理 的 示例 就 会 发 现 ,公理 越 来 越 复 杂 ， 让 人 们 很 难 理解 。 像 
((A) Y (A)) 一 (A) 这 样 的 还 好 ， 要 是 遇 到 像 ((A) 一 (B)) 一 (((m(A))Y 
(A)) 一 ((-(A))VY(B))) 这 样 的 公理 ， 人 们 就 头疼 了 。 因 为 人 们 很 难 去 
掌握 这 种 结构 。 不 过 …… 我 们 回忆 一 下 : 这 里 我 们 研究 的 公理 只 有 字符 
串 这 种 形式 。 也 就 是 说 ,假如 这 里 有 一 台 计 算 机 之 类 的 机 器 ， 我 们 就 能 
检验 给 出 的 逻辑 公式 是 否 为 公理 。 因 为 我 们 不 需要 思考 含义 ， 只 要 机 械 
地 检验 字符 串 的 形式 即 可 。 我 们 还 可 以 做 一 台 “公理 测定 仪 ” 。” 
“不 好 意思 ， 我 再 打 断 一 下 。” 泰 打 拉 举 起 手 ,， “我 还 卡 在 “公理 ”这 
个 词 上 。 我 记得 …… 从 P1 ~ P4 的 形式 来 看 的 话 , 是 不 能 构成 (A) 一 (A) 
的 。 这 点 我 明白 。 可 是 ， 可 是 …… 我 不 明白 为 什么 由 P1~ P4 得 出 的 好 
辑 公式 ， 能 当 “公理 ” 来 用 呢 ? ” 
“ 唔 ……” 米 尔 嘉 把 手指 贴 在 嘴 层 上 开始 思考 , “我们 现在 卡 在 含义 
和 形式 的 夹 颖 中间。 我们 想 从 形式 上 研究 数学 ， 为 此 就 要 定义 一 个 能 从 
多 式 上 表示 数学 中 的 观点 的 逻辑 公式 。 然 后 , 我 们 还 想 从 形式 上 定义 公理 、 
证 明 、 定 理 。 在 数学 中 ， 公 理 是 证 明 的 起 点 。 在 我 们 的 形式 系统 中 ， 公 
理 也 可 以 说 成 “形式 公理 就 是 “形式 证 明 "” 的 起 点 ， 即 “逻辑 





































































































































































































































































































































































































下 












































































































































































































































































































































































































































公式 " 。 从 “形式 公理 
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数学 <-----> 
命题 《<---> 
公理 《一 -人 
证 明 <-----> 
定理 《<-----> 





















































FA < 已 
形式 系统 来 















































证 明 ”, 就 可 以 4 














式 系统 
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E 成 “形式 定理 

















































































































































































































































































































































































































“这 问题 很 深奥 。 

然后 ， 米 尔 露 似 唱 非 唱 地 说 道 

“蔷薇 的 颜色 、 蔷 稚 的 形状 、 茧 蕉 的 香气 有 以 上 一 切 的 花 ， 
才 叫 作 蔷 蕉 。 那 形式 系统 到 底 有 没有 数学 的 颜色 、 形 状 和 香气 呢 ? 这 个 
问题 我 们 改天 再 想 。” 
5.3.7 推理 规则 

“我 们 刚刚 定义 了 边 辑 公式 和 公理 。 公 理 已 经 以 公理 模式 的 形式 给 出 。 
把 逻辑 公式 代入 P1~ P4 的 z、y、z 里 , 就 能 生成 无 数 个 公理 。 不 过 ……” 

米尔 嘉 在 黑板 前 来 回 跷 步 ， 继 续 “ 上课”。 

“不 过 ， 形 式 是 有 限 的 。 光 靠 公理 模式 不 能 生成 新 形式 的 逻辑 公式 。 
办 此， 我 们 定义 一 下 推理 规则 吧 。 从 形式 上 表示 我 们 的 人 逻辑 性 推理 的 ， 
就 是 推理 规则 。” 

















推理 规则 (形式 系统 五 的 定义 和) 


户 推 理 规则 MP 根 

















居 xz 和 (x) 一 








(y), 可 
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“这 个 推理 规则 有 个 特殊 的 名 字 , 叫 作 MP , 即 假 言 推理 由 ,这 里 MP 
是 Modus Ponens 的 首 字 母 。 如 果 不 习 惯 这 里 的 “根据 z 和 (z) 一 (y)， 
推出 y*， 理 解 起 来 就 会 很 困难 。 比 如 ， 根 据 逻辑 公式 A 和 逻辑 公式 


(A) 一 (B)， 可 用 推理 规则 MP 推出 B。 下 面 再 举 个 稍微 复杂 点 的 例子 。 


只 看 形式 哟 。” 
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根据 逻辑 公式 (A) 一 (了 ) 和 巢 辑 公式 ((A) 一 (B)) 一 ((-(C))Y (D))， 
可 用 推理 规则 MP 推出 (-(C)) Vv (D)。 











“7 泰 采 拉 默 默 地 举 起 了 手 。 
“请 讲 。 米尔 问 像 老师 一 样 说 道 。 


“ 咖 …… 这 个 Modus Ponens 指 的 是 ,和 若 “z 为 真 ' 且 和 若 z, 则 wy 









































































































































































































































































































































“我 觉得 …… ` 是 。 我 们 是 在 用 句法 学 生成 形式 系统 ， 所 以 不 会 出 
现 真 假 的 概念 。 这 个 推理 规则 也 必须 看 形式 吧 ? 而 不 是 思考 含义 …… ” 

“ 没 错 ， 泰 条 拉 。” 

“话说 …… 我 感觉 这 个 “ 装 作 不 知道 的 游戏 到 这 里 就 已 经 难得 不 能 
再 难 了 。 原 来 一 边 听 一 边 还 不 能 被 含义 牵 着 走 是 这 么 难 啊 。 
























































“习惯 问题 。 只 要 能 降低 自己 的 体温 就 行 。 米尔 喜 训 我 们 投 来 了 
个 温柔 的 笑容 ， 然 后 一 边 挥动 着 手指 ， 一 边 讲 道 ,“ 当 然 ， 人 们 是 不 可 能 
不 思考 含义 的 。 而 且 ， 这 种 形式 系统 也 不 是 胡乱 生成 出 来 的 。 其 背后 肯 
定 有 目的 生成 这 种 有 意思 的 系统 的 目的 。 重 要 的 是 ， 不 能 由 人 来 i 
行 思考 ， 而 要 从 形式 上 、 机 械 性 地 进行 思考 。 























































































































































































































































































































Q@ 复合 判断 的 推理 方法 之 一 。 从 一 个 假 言 判断 的 前 提出 发 , 通过 断定 它 的 前 件 或 后 件 ( 包 
括 其 否定 ) ， 而 推出 它 的 后 件 或 前 件 (包括 其 否定 ) 的 演绎 推理 。 例 如 : 如 果 两 个 
是 对 顶 角 ， 那么 这 两 个 角 相 等 。 译 者 注 
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无 意 中 小 声 说 道 。 

“那么 ， 思 考 时 能 不 思考 含义 吗 ? ”米尔 嘉 继续 往 下 讲 ,“ 连 不 能 撕 述 
含义 的 机 器 都 能 思考 的 事情 是 人 性 的 思考 、 形 式 上 的 数学 一 一 
该 怎么 研究 这 种 形式 上 的 数学 呢 ? ” 
“形式 上 的 数学 ? 那 是 ?” 我 忍 不 住 插嘴 道 。 
“当然 ， 我 们 研究 形式 上 的 数学 本 身 也 要 用 到 数学 。” 
“话说 ， 形 式 上 的 数学 …… 难 不 成 ……… ” 

“ 没 错 ， 这 就 跟 “用 数学 研究 数学 连 上 了 。” 
米尔 嘉 说 完 ， 注 视 着 我 们 。 
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5.3.8 证 明和 定理 
“来 ， 看 看 我 们 了 解 到 哪儿 了 。” 米 尔 喜 说道。 


































































































“这 样 , 我 们 就 能 从 形式 上 表示 “证 明 ” 了 。 我 们 基于 公理 , 进行 推理 ， 
然后 构成 证 明 这 是 数学 中 重要 的 一 环 。 在 此 我 们 要 做 的 是 把 证 明 从 
式 上 表示 出 来 。 形 式 系统 HH 中 的 证 明 可 以 如 下 定义 。” 
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证 明和 定理 (形式 系统 瑞 的 定义 5 ) 
我 们 把 以 下 逻辑 公式 的 有 限 序列 称 为 逻辑 公式 an 的 证 明 。 























人 1y 02 C3 CR sy On 





















































(1) ok 是 公理 。 


























(2) 存在 小 于 天 的 自然 数 s,t， 根 据 as 和 at 可 推出 ax。 


























注意, 对 于 所 有 的 ak(1 SR< 可， 下 面 (1) 或 (2) 成 立 。 


比 外 ， 我 们 把 存在 “证 明 ” 的 逻辑 公式 ar 叫 作 定理 。 















































“在 此 我 们 定义 了 形式 系统 卫 中 的 “证 明 ” 和 “定理 " 。 总 体 来 说 ， 证 
明 就 是 逻辑 公式 的 序列 。 不 过 ， 要 想 让 逻辑 公式 的 序列 成 为 证 明 ， 那 么 
排列 顺序 要 遵循 一 定 的 规则 。 排 在 序列 里 的 逻辑 公式 有 两 个 条 件 : (1) 
自己 是 逻辑 公式 ; 或 者 ，(2) 自己 前 面 一 定 式 s 
你 们 明白 我 在 说 什么 吗 ?” 

“规则 的 含义 …… i 完全 没 听 懂 。” 泰 末 拉 说 道 。 

米尔 喜 稍 稍 放 慢 了 语 速 。 

“现在 ， 假 设 我 们 要 把 几 个 逻辑 公式 排 成 一 列 ， 来 做 一 个 叫 证 明 的 东 
西 。 规 则 (1) 是 ,公理 可 以 随时 排列 。 规 则 (2) 是 ， 可 以 把 能 根据 任意 
一 个 已 排列 好 的 多 辑 公式 推理 出 来 的 逻辑 公式 排列 在 那些 已 排列 好 的 逻 
辑 公式 的 后 面 。 根 据 这 排列 而 成 的 逻辑 公式 的 序列 就 叫 作证 明 。 
当然 ， 这 里 所 说 的 “公理 ” 是 指 形式 系统 百 中 的 公理 , “推理 ” 是 指使 用 
了 形式 系统 HH 中 的 推理 规则 的 推理 。 明 白 吗 ?” 

“就 是 说 ， 只 排列 “公理 ' 或 者 “根据 公理 推理 出 的 逻辑 公式 '?” 泰 
灯 拉 一 脸 纠 结 地 问 道 。 


“稍微 有 点 不 同 。” 米尔 嘉 回 答 ,“ 除 了 “根据 公理 推理 出 的 逻辑 公式 ，， 
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还 可 以 把 根据 “根据 公理 推理 出 的 逻辑 公式 ”推理 出 的 逻辑 公式 也 排列 出 
来 。 也 就 是 说 ， 可 以 列 出 的 逻辑 公式 包括 “公理 ， 或 “根据 公理 推理 
逻辑 公式 '， 或 根据 “根据 公理 推理 出 的 逻辑 公式 推理 出 的 逻辑 公式 ， 
等 等 。 也 就 是 列 出 能 根据 “公理 ' 通过 有 限 次 的 连续 推理 得 出 的 逻辑 公式 。” 
“ 啊 ， 没 错 ， 我 就 是 想 说 这 个 。” 泰 条 拉 说 。 

“我 们 根据 这 两 个 规则 来 生成 一 个 逻辑 公式 的 序列 。” 米 尔 嘉 继续 说 道 ， 
“这 个 逻辑 公式 的 序列 就 是 “证明” 。 这 样 一 来 ,位 于 “证明” 最 末尾 的 逻 
辑 公式 an 就 是 名 副 其 实 的 “定理 ”了 ， 因 为 该 逻辑 公式 是 根据 “公理 反 
“推理 ' 而 得 到 的 。 这 样 一 来 , 我 们 就 定义 了 逻辑 公式 、 公理、 推理 规则 、 
证 明 ， 以 及 定理 。 以 上 内 容 中 没有 出 现实 数 ， 也 没有 出 现 直 线 ， 更 没 丰 
二 次 函数 、 方 程式 、 和 矩阵 。 我 们 只 是 在 形式 上 建立 了 数学 最 为 基础 的 部 分 。” 
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德 沃 夏 克 风 的 《 念 故乡 》 从 教室 的 扬声器 里 传 了 出 来 。 





























“这 么 晚 了 ?学校 的 时 间 管 理 太 严格 了 。” 米 尔 嘉 看 向 窗外 。 
天 色 已 经 完全 暗 下 来 了 。 
我 给 你 们 留 个 作业 。 米尔 嘉 看 着 我 微笑 道 ,“(A) 一 (A) 是 定理 吗 ?” 






















































































5.4 不 是 我 ， 还 是 我 


5.4.1 家 中 

这 里 是 我 家 。 现 在 是 夜晚 ， 我 一 个 人 坐 在 桌 前 。 

学 校 的 摸底 考试 就 快 到 了 ， 整 个 年 级 一 起 考 。 按 理 说 我 应 该 提前 复 
习 一 下 的 ， 但 现在 却 没有 那个 心情 。 我 自己 看 课本 ， 把 后 面 的 问题 都 提 





































































































































































































@ 19 世 纪 志 界 重要 的 作曲 家 之 一 , 捷克 民族 乐 派 的 主要 代表 人 物 ，e 小 调 第 九 交 响 曲 《 
新 大 陆 》 享 誉 世界 。 译 者 注 
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前 解 完了 , 所 以 上 数学 课 就 跟 复习 似 的 。 高 中 难度 的 数学 已 经 过 完 一 遍 了 ， 
课 上 的 练习 也 基本 都 是 满分 。 不 管 是 课本 还 是 问题 集 ， 都 没什么 难度 。 

比 起 学 校 里 的 题 ， 书 上 写 的 题 、 村 木 老 师 出 的 题 ， 还 有 上 跟 米 尔 嘉 讨 
论 数学 时 出 现 的 那些 题 更 令 我 感到 兴趣 十 足 。 

我 翻 开 笔记 本 。 这 是 用 来 做 “我 自己 的 数学 ' 的 专用 笔记 本 ， 上 面 还 
有 米尔 嘉和 泰 打 拉 写 的 不 少 东 西 。 

我 在 新 的 一 页 上 总 结 了 “形式 系统 H” 的 重点 。 
! 关于 形式 系统 五 的 总 结 ! 
' > 逻辑 公式 Fl 若 z 是 变量 ， 则 z 是 逻辑 公式 。 
户 逻 辑 公式 F2 若 z 是 逻辑 公式 ， 则 -(x) 也 是 逻辑 公式 。 ' 
| 上 逻辑 公式 F3 若 z 和 y 都 是 逻辑 公式 , 则 (z) V (y) 也 是 逻辑 公式 。， 
' 户 逻 辑 公式 F4 只 有 Fl~F3 规定 的 内 容 是 逻辑 公式 。 ' 
' 户 符号 IMPLY 把 (z) 一 (定义 为 (-(x)) V (y)。 
公理 P1 ((z) v (z)) (2) 
> 公理 P2 (z) 一 ((z) Vv (y)) ' 
> 公理 P3 ((z)V (y)) = ((y) v (2)) 
> 公理 P4 ((z) 二 (WD)) (2) Vv (7) = ((2) Vv (W))) ' 
户 推 理 规 则 MP 根据 z 和 (z)  (y)， 可 推出 y。 | 


5.4. 


2 形式 的 形式 




















我 思考 着 米尔 嘉 留 的 作业 。 





























问题 5-1 (形式 系统 中 的 定理 ) 























(全) 地 (入 十 











式 系 统 HH 





的 定 











5.4 不 是 我 ， 还 是 我 ”151 


























我 认为 (A) 一 (A) 是 形式 系统 互 中 的 定理 。 为 了 说 明 这 点 ， 就 必须 


























在 形式 系统 卫 里 证 明 (A) 一 (A)。 






































虽说 是 证 明 ， 却 不 能 像 平 时 做 数学 那样 去 证 明 。 不 能 用 反 证 法 ， 也 
















































































不 能 用 数学 归纳 法 。 因 为 下 面 我 要 进行 的 证 明 ， 其 形式 必须 是 形式 系统 




















































































































H 中 定义 过 的 那 种 。 因 此 我 只 能 用 下 面 这 两 个 “工具 ”。 









































式 系 统 HH 中 的 “公理 ”为 起 点 
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# 儿 式 系统 HH 中 的 “推理 规则 ”来 推理 



















































































































































































































































































公理 和 推理 规则 …… 必须 运用 这 两 个 工具 来 生成 逻辑 公式 的 序列 ， 
然后 到 达 目 的 地 (A) -> (A)。 

这 个 …… 要 怎么 形容 才 好 呢 ? 有 点 像 解 谜 ， 又 不 同 于 单纯 的 解 迹 。 
给 出 的 条 件 非常 有 限 , 但 是 又 与 解数 学 题 很 像 。 确 实 像 是 数学 的 微缩 模型 。 

该 从 哪儿 着 手 呢 …… 

从 “示例 是 理解 的 试金石 " 这 一 理论 出 发 ， 首 先 试 着 举 几 个 公理 的 例 
















































































子 好 了 。 因 为 要 证 明 的 逻辑 公式 是 (A) 一 (A)， 所 以 变量 是 A。 拿 A 代 





换 公 理 P1 ~ 












































P4 里 的 XTX、Y、 z 试 试 吧 。 


根据 公理 P1: ((A)V (A)) 一 (A) 

根据 公理 P2: (A)-，((A) V (A)) 

根据 公理 P3: ((A) V(A)) 一 ((A)v(A)) 

根据 公理 P4: ((A) 一 (A)) 一 (((A)VY (A)) 一 ((A) VCA))) 


我 盯 着 i 






































这 几 条 公理 …… 咽 ? 这 不 是 很 简单 吗 ? 























根据 P2 可 知 ,，(A) 一 ((A)V(A)) 是 公理 。 也 就 是 说 “和 若 A， 则 


(A) Vv (A) ”。 
































此 外 ， 根 据 P1 可 知 ，((A) Vv (A)) 人 一 (A) 也 是 公理 。 也 就 


是 说 “ 若 (A) V(A)， 则 A”。 
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把 “ 若 A, 则 (A)v (A)” 跟 “车 (A)v (A), 则 A” 这 两 者 合 在 一 起 ， 
不 就 得 出 “ 若 A,， 则 和 A” 了 吗 ? 
哎呀 ! 错 了 错 了 错 了 ! 现在 不 能 用 句法 学 的 思路 。 不 能 把 “一 ”这 个 


符号 擅自 解释 成 “ 若 …… 则 ……: ”来 进行 推理 。 在 形式 系统 也 中 ， 能 用 





































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































来 进行 推理 的 只 有 推理 规则 MP。 

推理 规则 MP， 即 根据 z 和 (z) 一 (vy)， 可 推出 y。 重 点 应 该 是 要 怎 
么 用 这 个 推理 规则 MP。 因 为 要 生成 新 定理 只 有 这 一 个 方法 。 

我 在 思考 。 

我 在 集中 精神 努力 思考 。 变 量 和 符号 在 脑海 中 四 散 开 来 , 逻辑 公式 诞生 。 
数 不 清 的 逻辑 公式 里 ， 还 摊 杂 着 公理 。 对 公理 和 公理 使 EE 规则 的 话 ， 
就 能 得 到 定理 ;对 公理 和 定理 使 用 推理 规则 的 话 ， 还 能 再 得 到 定理 ; 对 
定理 和 定理 使 用 推理 规则 的 话 ， 就 能 在 原 基础 上 再 得 到 定理 ……… 

原来 如 此 ! 

(A) 一 (A) 不 是 公理 。 而 且 ， 只 有 推理 规则 才 是 生成 新 的 逻辑 公式 的 
方法 。 也 就 是 说 , 最 后 , 推理 规则 段 言 推理 中 的 y 必须 变 成 (A) 一 (A)。 
不 然 就 得 不 出 (A) 一 (A)。 也 就 是 说 ,把 (A) 一 (A) 代入 y…… 在 最 
后 进行 这 个 推理 : 根据 z 和 “(z) 二 (A) 二 (A))" 推出 (A) (A)。 





















































那 往 z 里 代入 什么 样 的 逻辑 公式 才 好 呢 ? 





5.4.3 含义 的 含义 
我 盯 着 笔记 本 上 的 字 。 


























根据 Z 和 “(z7) 一 ((A) 一 (A)) ”推出 (A) 一 (A)。 













































































要 完成 这 个 推理 ， 就 需要 得 到 逻辑 公式 z。 比 如 说 …… 在 这 里 加 入 
公理 试 试 ?就 把 刚才 得 到 的 公理 ((A) V (A)) 一 (A) 代入 z 试 试 吧 。 
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根据 ((A) Y (A)) 一 (A) 和 (((A) Y CA) 一 (A)) 一 ((A) 一 (人 A))， 推 出 
(A) 一 (A)。 















































嗯 ， 变 成 这 种 形式 之 后 ， 就 能 根据 假 言 推理 得 到 (A) 一 (A) 了 …… 
啊 ， 不 行 。 这 次 还 得 构成 (((A) V (A)) 一 (A)) 一 ((A) 一 (A)) 的 形式 。 
这 个 …… 这 么 复杂 的 逻辑 公式 会 是 公理 吗 ? 如果 是 公理 的 话 就 能 够 证 明 。 

我 比 对 着 每 条 公理 的 形式 。 咽 …… Pl1~P4 里 , 跟 上 面 的 逻辑 
公式 最 接近 的 是 P1 吧 ? 公理 Pl 是 ((z)V (z)) 一 (z)。 用 (A) 一 (A) 代 
入 这 个 z， 就 会 得 到 (((A) 一 (A)) Y ((A) 一 (A))) 一 ((A) 二 Se 

我 的 笔记 本 逐渐 被 A、 一 和 v 填 满 了 。 光 根据 形式 来 思考 ， 而 不 思 
考 含 义 ， 这 计算 真是 复杂 啊 。 写 了 这 人 么 一 堆 ， 写 着 写 着 就 不 知道 自己 在 
于 什么 了 二 二 汪 和 全 
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5.4.4 若 “ 若 ee 则 i ; 则 Vv 
号? 这 么 说 来 ,公理 有 Pl1~P4 这 四 条 来 着 。 刚 刚 我 只 考虑 了 Pl1 
跟 P2，P4 能 不 能 用 上 呢 ? 

































































公理 P4: 〈(z7) 一 人) 一 (人 ((z) VY (7)) 3 (2) V (9))) 























不 不 不 ，P4 不 行 。 因 为 根据 假 言 推理 得 到 的 是 “一 ” 右 侧 的 部 分 。 
根据 2 和 (9%) 一 (全 ) 能 推出 来 的 是 锡 。 不 过 ,“ 一 ”在 P4 里 是 下 面 这 种 
式 。 








eT 































































































NN 


(2) > (W)) > (2) V (2)) = ((2) v (Wy)) 




















也 就 是 说 , 根据 P4， 最 后 能 得 到 的 肯定 是 (z) V (y) 。 不 过 这 样 一 来 ， 
就 得 不 到 我 想 要 的 (A) 一 (A) 了 。P4 应 该 用 在 哪里 呢 ? 
我 回忆 起 米尔 嘉 的 “上 课 ” 内 容 。 她 先 定 义 了 逻辑 公式 ， 然 后 定义 了 
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公理 和 推理 规则 ， 再 然后 定义 了 证 明和 定理 。 
句法 学 虽然 很 有 意思 ， 不 过 略微 有 些 麻 烦 。 羔 布 尼 欧 之 梦 。 机 械 性 


















































































































































































































































































































































地 思考 。 机 械 ? 确实 ， 换 成 计算 机 的 话 ， 没 准 能 计算 出 来 。 
语义 学 用 的 是 真 假 值 。 原 来 如 此 啊 。 我 跟 尤 里 解释 “ 若 …… | ss 
的 时 候 ， 用 到 了 真 值 表 ， 这 算 语义 学 吧 ? 尤 里 也 一 直 有 些 纠结 ， 觉 得 
i Ms ”会 让 人 产生 众多 误解 。 虽 说 习惯 了 就 能 机 械 性 地 把 “大 
A， 则 B” 代 换 成 “ 非 A, 或 B” 了 。 一 一 “ 痢 …… Wns ”的 形式 。 
4 风 ”的 形式 ? 








这 人 句 话 忽然 让 我 心头 一 闸 。 





















































a 则 .……: ”的 形式 ! 

区 式 系统 再 里 也 定义 了 相当 于 “ 若 …… 则 ……” 的 符号 “下”。 米 尔 
嘉 怎么 说 的 来 着 ? 

为 了 方便 理解 形式 系统 再 中 的 慑 辑 公式 ， 我 们 来 定义 一 个 符号 “一 





符号 IMPLY: 把 (z) 一 (y) 定 义 为 (-(z))V (y)。 
























































原来 如 此 1! 
除了 (A) 一 (A) ， 还 可 以 根据 假 言 推理 推出 (-(A)) v (A)! 
这 样 一 来 …… 或许 就 能 用 到 公理 P4 了 。 











公理 P4: (四 一 (的 一 (av 人 GO) 一 (av 人)) 



























































把 -(A) 代入 公理 P4 中 的 z 里 , 把 A 代入 y 里 ! 











(2) = (A)) 一 (CA)V (2)) = (CA) v (A))) 
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咽 ， 感 觉 不 错 ! 之 后 就 得 看 看 把 什么 代入 z 了 …… 











(7) > (A)) 2 (CCAD Y (2) = (mA)) V (A))) 



































我 注视 着 画 有 下 划 线 的 部 分 ， 认 真 思 索 
这 回 我 马上 就 明白 了 。 把 (A) V (A) 代入 z 就 行 了 。 这 样 一 来 ，(z) 一 (A) 






















































































((A) Vv (A)) = (A) 



































(A)) V (z) 就 会 变 成 (-(A)) v ((A) Vv (A))。 
就 能 用 “一 ”表示 如 下 了 


























这 是 公理 P1 的 形式 ， 然 后，( 
再 然后 ，(n(A))V((A) V (A)) 



































(A) > (A) Vv (A)) 























这 是 公理 P2 的 形式 。 
这 样 一 来 ， 所 有 的 线索 就 都 连 上 了 ! 
我 把 写 在 各 处 的 逻辑 公式 重新 读 了 一 遍 ， 总 结 了 一 下 证 明 过 程 。 






















































































L1.， 在 公理 P1 中 , 把 A 代 入 z。 
((A) Vv (A)) = (A) 
L2. 在 公理 P4 中 , 把 (A)V (A) 代 入 z, 把 A 代入 y, 把 -(A) 代 入 z。 
(((A) V (A)) > (A)) = (F(A)) V (A) V (A))) = (A)) Vv (A))) 
L3， 在 公理 P2 中 , 把 A 代入 zx 和 w。 
(A) 一 ((A) Vv (A)) 
L4. ”对 逻辑 公式 Ll 和 L2 使 用 推理 规则 MP 。 
((—(A))V ((A)V (A))) = ((—(A)) v (A)) 
上 述 内 容 可 整理 如 下 。 
((A) = ((A) Vv (A))) = ((A) = (A)) 


























































































































并 
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L5. ”对 逻辑 公式 L3 和 L4 使 用 推理 规则 MP 。 
(A) = (A) 




















这 样 就 证 完了 。 
这 样 就 完成 ] 对 式 系 统 H 1 的 ] (A) = (A) 的 证 明 。 
(A) 一 (A) 是 形式 系统 卫 中 的 定理 ! 










































































解答 5-1 (形式 系统 中 的 定理 ) 
(A) 二 六 (A) 是 形式 系统 H 中 的 定理 。 
式 系统 HH 中 的 证 明 如 下 : 




































































LA A 

L2. (A) V (A)) = (A)) = (CC(A)) v (A) v (A)) = (CA)) v (4) 

站 

L4.、((-(A)) V((A) Vv (A))) =» ((-(A)) v (A)) 

上 述 内 容 可 整理 如 下 。 
CE 

L5. (A) —» (A) 























5.4 不 是 我 ， 还 是 我 ”157 


P2. (7) 一 ((z) Vv (W)) Pl1. ((z) Y (2)) 一 (7) P4. ((z) 一 (W) (2) Vv (2)) = (2 V (W)) 


L1. ((A)v (A)) = (A) L2. (((A)V (A)) = (A)) = (CCA)) Vv ((A) Vv (A))) = (9A)) v (A))) 


L4. ((n(A)) Vv (A)YV (A))) 一 (CCA)) v (A)) 





L3. (A) = (A) Vv (A)) ((A) = ((A) Vv (A))) = ((A) = (A)) 


MP 


(A) 一 (A) 的 证 明 过 程 



































清早 ， 我 正 准备 去 学 校 时 ， 家 里 的 电话 响 了 。 
“ 早 安 ”不 曾 料 到 ， 电 话 里 传 来 了 米尔 嘉 的 声音 。 









































































































































“证 你 妈 听 电话 。” 

“ 哈 ?” 

不 是 找 我 ， 是 找 我 妈 说 话 ? 
nn 妈 ， 电话 1 97 
“ 哪 位 ? ”我 妈 在 围裙 上 按 着 手 走 了 过 来 。 


[9 (a a roi 
5 米尔 嘉 。 






































































































































怎么 说 也 不 能 站 在 后 面 偷 听 ， 所 以 我 就 站 在 了 稍 远 点 的 地 方 看 着 。 
我 妈 看 似 很 高 兴 地 聊 痢 天 ， 用 手 作 势 拍 着 电话 那 头 的 人 的 肩膀 ， 并 拿 者 
话 简 神 着 电话 那 头 的 人 鞠躬 行 礼 。 
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0 
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“好 的 ， 谢 谢 你 。” 我 妈 放 下 听 简 。 
“ 族 ?! 挂 掉 了 ? 米尔 嘉 有 什么 事 ? 











“约会 。 说 是 周末 去 游乐 园 。” 我 妈 笑 睐 睐 地 诉 。 





“ 妈 ， 她 找 你 约会 ?1” 

“说 什么 傻 话 呢 ， 是 找 你 约会 呀 。” 
“ 啊 ?” 

真是 的 ， 什 么 跟 什 么 啊 …… 















































如 果 您 想 学 游泳 ， 就 必须 入 水 。 
同 理 ， 如 果 您 想 解 开 问题 ， 

就 必须 尝试 去 解 大 量 的 问题 。 
波 利 亚 卫 

















Q@ 于 1887 年 生 于 匈牙利 布达佩斯 ， 斯 坦 福 大 学 名 誉 数学 教授 ， 美 国 著名 数学 家 和 数 

















NZ 


H 版 社 ，2002 年 6 月 )《 数 学 的 发 现 









































学 教育 家 。 著 作 有 《 怎样 解 题 闵 上 海 科技 教育 上 



































(科学 出 版 社 ，2006 年 7 月 ) 和 《数学 与 猜想 (第 1 卷 ) 儿 科学 出 版 社 ，2011 年 2 月 ) 














等 5 译 者 注 
































要 是 我 也 跟 强 次 头子 说 一 样 的 话 ， 
效果 应 该 会 一 样 吧 ? 

阿里 巴巴 说 道 : “芝麻 ， 开 门 !” 
瞬间 ， 大 门 数 开 了 。 

一 一 《阿里 巴巴 与 四 十 大 盗 》 


6.1 数列 的 极限 


6.1.1 从 图 书 室 出 发 
[9 啊呀 呀 1 99 



























































































































































































































































放学 后 ， 我 刚 要 迈进 图 书 室 ， 泰 条 拉 就 从 里 面 冲 了 出 来 。 

So eras 对 不 起 …… 阿 ， 学 长 ! 米尔 嘉 学 姐 呢 ?” 

“ 喷 ? 她 不 在 里 面 吗 ? 刚 才 她 才 从 教室 出 去 , 说 了 名 “我 先 走 了 ”……” 
“是 么 …… 我 还 想 问 她 “用 式 子 定义 极限 ”的 事 儿 呢 。” 

她 睁 着 大 眼睛 盯 着 我 。 

“我 也 能 给 你 讲 …… 要 不 去 阶梯 教室 吧 ? 那 边 还 可 以 用 黑板 。” 

“好 4” 
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6.1.2 ”到达 阶梯 教室 














室 里 空 下 

































































阶梯 教室 是 实验 课 专 用 的 特殊 教室 ， 通 往 讲台 的 人 台阶 逐渐 降低 。 教 
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LU 



































排 站 在 








前 ， 面 回 黑板 。 












































“数列 的 极限 是 ……” 我 拿 了 支 粉笔 ， 开 始 讲解。 




















数列 的 极限 是 用 以 下 式 子 表示 的 。 








lim an 一 人 
7 一 CO 





























数列 


文字 来 描述 ， 则 是 下 面 这 样 。 
































{a 在 n 一 00 中 收敛 ， 极 限 值 是 A。 

















1 课程 是 这 么 描述 上 面 这 句 话 的 含义 的 。 





[6 






































当 变 量 允 无 限 增 大 时 ， 

















人 ， 冷风 克 地 ， 隐 约 能 闻 到 化 学 试剂 的 味道 。 我 跟 泰 条 拉 











































































































































































































数列 的 通 项 an 的 值 无 限 接近 常数 A。 

这 里 出 现 的 “无 限 接近 ”这 个 说 法 很 不 明确 。 如 果 不 抛 开 这 种 说 法 ， 
就 很 难 认 真 思考 极限 。 

数列 {an} 的 极限 值 是 A， 意 即 定义 NN 和 mn 为 自然 数 ， 以 下 式 子 成 立 。 
我 们 的 目标 就 是 理解 这 个 式 子 。 理 解 了 这 个 式 子 ,我 们 也 就 理解 了 数列 的 
极限 。 








ve>o 3N wn |N<n=|A-an|<e| 
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“这 都 懂 吧 ， 泰 打 拉 ? ”我 问 道 。 
“我 想 问 个 问题 ”她 举 起 右手 , “米尔 嘉 学 姐 之 前 提 过 e-6 语言 ， 那 







































































“ 喔 ，e-6 语言 就 是 像 我 们 刚才 那样 ， 用 式 子 定义 极限 的 方法 。e、56 
都 是 希腊 字母 。” 




















mm 2 ww 8 
汶 司 当 本 
议 





























. 哎 
和 E 
时 





“不 是 ， 我 是 说 ， 这 些 希 腊 字 母 是 极限 的 定义 吗 ?” 

“不 不 ， 不 是 。 和 希腊 字母 并 不 是 定义 。e、6 这 两 个 字母 出 现在 定义 极 
限 的 式 子 里 , 起 着 重要 的 作用 。 因 此 , 人 们 把 这 种 定义 极限 的 方法 叫 作 e-5 
语言 ， 也 有 很 多 人 管 它 叫 e-6 定义 。 


“ 咽 ， 我 明白 了 。 距 ? 可 是 …… 这 里 只 有 e 呀 ?” 













































































































































































VO >03N wn IN<n=lA-ml<©| 














“ 咽 。 讨 论 数列 的 极限 时 ， 就 是 e- N。e-5 指 的 是 函数 的 极限 ， 这 个 

会 儿 我 再 给 你 解释 。” 
“并 不 是 非得 | 希腊 了 母 吧 ? 7 

“ 咕 。 就 算 把 希腊 字母 换 成 英文 字母 ， 从 数学 上 来 说 也 没什么 问题 







































































































































































“ 想 得 越 严 说， 含义 就 会 越 不 明确 。 




















“话说 ,“ 无 限 接近 ”这 个 说 法 有 什么 不 妥 吗 ? 我 


6 
宛 何 





这 个 说 法 比 式 











“ 举 个 例子 ， 这 样 说 好 了 。 当 说 an' 无 限 接 近 ” A 时 ， 我 们 脑海 中 可 












































能 会 浮现 出 下 面 这 样 的 数列 。” 
Qn k 
al 
@ 
a2 
@ 
a3 
a 
45 a6 ar 
5 A 
O 1 2 3 4 5 6 7 nN 

















“ 呵 ， 确 实在 无限 接近 的 感觉 。 





























“ 那 当 an 等 于 A 时 ， 我 们 还 能 说 “无 限 接近 ” 吗 ?” 
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Qn hk 
Q1 
@ 
Q2 
@ 
Q3 
@ aa4 
® au5 ae ar 
有 本 -一 -一 -一 一 -一 一 =- 一 -一 一 一 -和 -一 一 下 一 一 -全 一 一 和 一 一 一 一 一 
O 1 2 3 4 5 6 了 n 











会 恰好 相等 吗 ?” 泰 条 拉 慢 慢 在 眼前 合十 双手 ， 




















“ 啊 …… 不 光 会 接近 , 还 










































































看 上 去 有 点 斗鸡 眼 。 
“对 对 。 我 们 不 清楚 用 “无 限 接近 ”这 个 词 时 ,an 和 A 可 不 可 以 相等 。 
除 此 之 外 ， 还 比如 an 是 否 能 一 会 儿 接 近 A， 一会儿 远 离 A， 以 及 是 否 能 
超过 A……… 这 些 也 都 是 问题 。 
Qn 
Q1 
a2 
a6 
Q3 全 四 Q7 [2 
a i ©  _ _  - 
Q4 
0| 1 2 3 4 5 6 7 i 
这 、 这 样 呀 …… ” 泰 杀 拉 瞪 大 了 眼睛 。 
可 答 不 了 这 些 问题 。 或 




















次 “无 限 接近 ” 这 个 词 ， 我 们 也 
4 说 ， 管 案 可 能 会 因 人 而 异 。 这 是 因为 ，' 无 限 接近 ”这 个 词 的 含义 
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明确 。 因 此 ， 我 们 要 做 的 是 ， 
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始 就 很 不 

个 词 的 含义 。 这 是 e-N 和 ec-5 的 目的 。 
“ 喝 ， 我 完全 明白 了 。 
我 们 相 视 而 笑 。 








6.1.3 理解 复杂 式 子 的 方法 


“ 接 下 来 我 们 来 解读 这 





ve>0 3N vn 


























用 式 子 来 准确 定义 “了 























文 个 式 竹 。 我 








默 了 。 不 过 ， 





“#f “在 想 S 这 不 式 下 真 复 之 泵 攻 叮 


|: 


























手指 向 黑板 。 


N<n= A-an|<d| 








我 很 明白 她 内 心 的 波动 。 
F* ， 对 吧 ? ”我 说 道 。 
































4 …… 现在 我 心脏 跳 得 很 快 呢 。 





























泰 淋 拉 两 寻 














。 变 量 一 多 ， 她 就 胆 愤 。 




















“ 那 我 来 教 你 一 





yz 











个 理解 复杂 式 子 的 方 














td 限 接近 ”这 



































想 着 “我 ， 

















必须 一 口气 理 











块 的 , 也 就 简单 了 。 


拆 分 是 走向 理解 的 第 一 














所 

















解 整个 式 子 " 。 就 人 


头 ， 我 们 拆 开 





步 。 









































“我 们 来 研究 
我 把 黑板 上 的 式 子 擦 掉 重 写 了 一 下 ， 















































下 这 


个 式 子 的 结构 。 











想 吧 



































' 拉 用 力 点 了 点 头 。 





























这 次 在 式 子 中 间 留 








4 了 少许 空 


vn | N < [A—an|<e | 











们 画 一 二 























这 里 出 现 了 “v” 和 “3 
6 大 括号 看 看 。 

















这 两 个 符号 。 为 了 明确 它们 的 在 











效 范 围 

















法 吧 。 看 复杂 式 子 的 时 候 ， 不 能 
算式 子 复杂 ， 只 要 能 拆 成 一 块 一 


。 拆 分 是 走向 理解 的 第 一 步 。 


间 。 


， 我 
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ve>0 





av | vn | N<n > |A-an|<e | | 





“然后 ， 我 们 按 顺 序 来 看 ……… ” 
对 于 任意 正 数 e， 








ve>0 








都 存在 某 个 自然 数 NN， 


| | 


使 得 …… 对 任意 自然 数 n 都 成 立 。 


w[ wl 1 


ve>0 








ve>0 





















































“ 嗯 。 那 我 们 试 试 把 这 三 重 插 号 的 最 里 面 也 填 上 。” 


















































ve>0 





aN| 加 | Nn > |A-an|<e | | | 


Gl 


读 出 来 就 是 下 面 这 样 。 



































对 于 任意 正 数 e， 都 存在 某 个 自然 数 NN， 
使 得 N<n 坊 |A 一 an|<e 对 任意 自然 数 n 都 成 立 。 
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“为 了 能 看 











我 指 着 黑板 




















更 明 E 








得 








若 对 于 任意 正 数 6， 
则 能 使 命题 N<n 地 |A 一 an| <e 对 于 任意 自然 数 n 都 成 立 。 





“那个 ， 我 心 有 





此 好 像 稍微 


给 每 个 。 都 选 














跳 得 没有 刚刚 下 


点 ， 我 们 试 着 加 点 词 。 
F 的 式 子 开始 读 一 一 





定 革 个 合适 




















的 自然 数 NN， 





























那 你 的 心 

















I 











现在 是 我 在 写 式 子 ， 如 果 换 成 你 自己 动手 





“| 因 


wy 




















跳 就 


一 ¢ 吴 


? 十 蝶 。 


会 更 慢 了 。” 














让 





”es 

















拆 成 一 块 一 


错 。 全 写 
部 分 也 一 样 


块 的 ， 





N 那 





























N 





N 吗 ? 97 














L， 你 说 的 是 “ 志 


| 








个 

















> 


下 




















6.1.4 看 “绝对 值 ” 




















这 样 ， 























出 来 就 太 复 杂 了 ， 所 以 € N 这 部 分 我 就 省 掉 了 。 
然 了 ， 就 算 不 省 略 ， 写 成 下 面 这 


AN 


请 

















A 


义 也 不 变 。 























复杂 式 子 的 时 候 ， 关 键 是 要 








“我 明 了 


























“ 那 你 试 着 妆 


























ve>0 


6 Ns Wx 


变量 


























A、 












































表示 的 是 什么 ， 


Qn 这 五 个 。 
出 现 了 好 几 次 啊 。 现 在 你 应 该 也 明 








3N [wn IN<n> A -an| <d| 





呈 ? 这 么 少 吗 ?” 


像 这 























7 





尼 ? 








样 





习 A 和 an 的 意 
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“ 咖 ，A 是 …… 极限 值 ， 是 a 无 限 接 近 的 数 。 然 后 ，an 是 我 们 现在 
论 的 数列 。” 
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al 是 第 1 项 ，al23 是 第 123 项 。 
2 叶 ， 了 解 。” 




















A 数列 {an} 的 极限 值 
an 数列 {an} 的 第 n 项 























“ 那 |A 一 an| <e 这 个 式 子 表示 的 是 什么 呢 ? ” 

“A 一 an 的 绝对 值 修 于 e…… 对 吧 ?” 

“你 明白 “A - an 的 绝对 值 ' 表示 的 是 什么 吗 ?” 

“你 问 得 这 么 严肃 …… 很 让 人 纠结 啊 。” 

““A 一 an 的 绝对 值 是 数 轴 上 的 点 A 和 点 an 之 间 的 距离 。” 
“距离 人 时 


























































































































|A 一 an| 
| ! E 
A Qm 
|A 一 oil 表示 两 点 间 的 距离 




















“因为 是 绝对 值 ， 所 以 不 用 管 点 un 是 在 点 A 的 左边 还 是 右边 。” 


> 


尾 趴 ， 就 是 说 只 需要 关注 它们 距离 多 远 顺 。” 






























































| 
Qn A 
即使 点 a 在 点 A 的 左 侧 ，|A - an| 也 表示 两 点 间 的 距离 
“然后 ， 这 个 距离 小 于 e 就 是 说 …… ”» 




















“ 呵 ， 我 明白 了 。 点 an 离 点 A 不 太 远 吧 ?” 














“ 嗯 ， 很 好 。 再 说 准确 点 的 话 就 是 ，an 是 数列 {an} 的 第 n 项。 比如 
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“不 太 远 ?再 说 清楚 点 。” 
“ 曙 …… 啊 ! 点 an 离 点 A 的 距离 小 于 cel” 
“ 没 错 ， 就 是 如 此 。 点 ar 只 能 在 这 条 粗 线 范围 内 移动 。” 
让 .二 和 启 A++ 














点 om 离 点 A 的 距离 小 于 e 


















































































































































































































































“ 嗯 , 是 的 。 点 an 往 最 右边 能 移动 到 A + e, 往 最 左边 能 移动 到 A 一 e。” 

“ 嗯 , 不错。 不 过 ， 图 里 的 空心 点 不 包括 在 这 个 范围 内 。 也 就 是 说 ， 
不 能 踩 到 左边 和 右边 的 端点 。 我 们 把 这 种 “ 离 点 A 的 距离 小 于 e 的 范围 
叫 作 A 的 e 邻 域 。 

“ce lin yn 吗 ? lin yd” 

“ 相 邻 的 “ 邻 " ， 区 域 的 “ 域 "。 

“英语 怎么 说 呢 ?” 

“ 咱 说 来 着 和 … Neighborhood 吧 ?” 

“原来 如 此 ! 就 是 邻居 呀 !” 

- 5 i 2 -| 
人 
A 的 e 邻 域 

“也 就 是 说 ， 点 an 在 点 A 的 e 邻 域 里 。 

“ 喷 ? 可 是 ， 小 于 e 的 话 ， 那 就 是 说 点 an 可 以 离开 点 A 咯 ?” 

“ 虽 ， 可 以 。 点 an 可 以 离开 点 A。” 

“可 是 ， 这 样 “无限 接近 ”不 就 不 成 立 了 吗 ?” 

“这 个 问题 问 得 很 好 ， 我 们 等 会 儿 再 讨论 。 现 在 先 好 好 理解 “点 an 
离 点 A 的 距离 小 于 e ”， 也 就 是 “点 an 在 点 A 的 e 邻 域 里 这 句 话 吧 ?” 
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“ 啊 ， 嗯 ! 我 明白 了 。” 泰 末 拉 说 完 ， 想 了 一 小 会 儿 ,“ 学 长 ， 起 初 我 
苑 过 ， “A 一 an 的 绝对 值 小 于 e”， 对 吧 ? 这 点 我 没 说 错 ， 但 我 说 的 时 候 
就 想 “ 族 ? 这 是 什么 意思 ? ”不 过 ， 学 长 你 在 黑板 上 画 了 图 ， 说 了 “点 an 
只 能 在 这 条 粗 线 范围 内 移动 以 后 ， 我 就 完全 明白 啦 。 式 子 的 含义 “ 员 ? 
地 一 下 呈现 在 了 眼前 ， 而 且 “e 邻 域 " 的 意思 我 也 瞬间 就 明白 了 。 只 是 稍 
微 改 改 表 达 方 式 ， 就 会 很 容易 理解 呢 ……… ” 

“你 说 得 没 错 。 表 达 方 式 很 重要 。” 

“说 到 绝对 值 ， 我 就 想起 了 那 会 儿 。” 泰 打 拉 吃 吃 地 笑 ,“ 去 年 春天 那 
会 儿 , 学 长 就 是 在 这 间 阶 梯 教 室 给 我 讲 绝 对 值 的 定义 的 。 我 那 会 儿 被 绊 倒 了 ， 
好 惨 呀 。 我 在 数学 上 也 总 是 绊 跟 头 。 不 过 ， 比 起 那 会 儿 ， 我 觉得 自己 已 
经 走 得 相当 稳 了 。 

“是 啊 。 我 觉得 你 一 直 很 努力 。 我 也 同意 。 

“这 也 是 …… 多 亏 了 学 长 你 啊 。 

6.1.5 看 “ 若 a 则 i 史 
“ 那 我 们 继续 吧 。 泰 条 拉 你 已 经 会 看 这 个 式 子 了 吧 ?” 
N<n=s |4—an| <e 

“ 虽 不 ， 还 不 会 。 那 个 ， 我 还 不 知道 NN 是 什么 。” 

“ 咖 ， 是 啊 。 不 过 没事 ， 你 就 基于 你 现在 的 理解 ， 试 着 分 析 一 下 。 

“好 6 这 从 车 nn 大 于 NN 一 一 ” 

若 nn 大 于 和 N， 则 点 A 与 点 an 的 距离 小 于 e。 

“ 嗯 咽 ， 没 错 。 能 换 成 e 邻 域 这 个 说 法 吗 ?” 

“ 虽 …… 可 以 。 若 交大 于 N, 则 点 an 在 点 A 的 e 邻 域 里 。 是 这 样 吧 ? 

个 式 子 真 正 想 说 的 就 是 ' 当 n 比较 大 时 ， 点 an 接近 点 A” 吧 ?” 
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图 


























区。 下 面 ， 我 们 再 定量 地 下 吧 。 如 果 人 家 问 你 “ 当 n 比较 大 时 ， 
























































与 “点 A 和 点 an 的 距离 " 
子 了 吧 ?” 








间 你 “点 an 接近 点 A， 是 指 多 近 ” ， 你 就 可 以 回答 “点 an 


域 里 '。 也 就 是 说 ，N < 全 |4 一 an| < 这 个 式 子 描述 的 是 “n 的 大 小 









































ASS 











是 指 n 为 多 大 ' 时 ， 那 你 回答 当 n 大 于 入 时 ' 即 可 。 然后， 如果 人 家 
/fe 




















在 点 A 的 ce 邻 
































> 间 的 关系 。 这 下 你 就 明白 该 如 何 分 析 复 杂 式 









































“ 升 然 开 朗 .…… 9 、 稍 等 ， 让 我 总 结 一 下 。” 
。 把 复杂 式 子 拆 开 来 想 。 






































































































































“ 嗯 ， 这样 就 行 了 。 虽 说 每 一 步 都 是 理所当然 的 。” 
























































“ 咽 ! 我 每 次 都 想 一 口气 把 整个 式 子 都 理解 了 ， 所 以 才 会 发 慌 。 拆 










































































菜 的 手势 。 但 我 不 太 明 白 她 想 表达 什么 意思 。 














6.1.6 看 “所有” 和 “ 某 个 ” 











“来 ， 快 来 挑战 一 下 这 


“好 ! ” 泰 洒 拉 握 紧 双 拳 。 





文 个 式 子 吧 。 我 说 道 。 




















ve>0 












































I3N [vn IN<n= A-anl<qd| 





“上 面 的 式 子 意思 如 下 。” 


若 对 于 任意 正 数 ec， 给 每 个 e 都 选 定 某 个 
则 能 使 命题 “着 nn 大 于 入 ， 则 点 


对 于 任意 





自然 数 即 都 成 立 。 
















































































我 就 此 没 再 说 话 ， 观 察 着 泰 呆 拉 的 神情 。 









































她 用 手 掩 着 嘴 ， 想 了 一 会 儿 。 
























































as bp 个， 我 差 不 明白 了 ， 除了 Ne 








。 若 nn 大 















































“你 明白 意思 了 么 ?认真 想 ， 不 要 着 急 往 前 走 


只 要 e 大 于 0， 那 么 e 再 怎么 小 也 没关系 。 




















于 N,， 则 点 om 在 点 A 的 e 邻 域 里 。 





















































当 F 
| 


在 非常 非常 






































“不 如 这 么 














“ 嗯 ， 很 不 错 嘛 ! ” 
“可 是 ，N…… 这 个 N 表示 的 是 什么 呢 ?” 








6.1 数列 的 极限 


合适 的 自然 数 NN， 
an 在 点 A 的 e 邻 域 里 ” 









































“ 虽 ， 这 个 问题 问 得 好 。 变 量 N 这 个 数 表示 的 是 























点 A 的 e 邻 域 里 " 。 不 了 管 那 些小 了 


足 大 于 N 这 个 条 件 ， 点 an 就 会 全 都 在 点 人 A 的 < 





















































想 : 好 比 有 人 拿 很 小 的 挑战 


























都 放 进 这 人 么 小 的 邻 域 里 吗 ?” 而 你 应 战 说 “ 





























项 后 ， 数 列 
NN 的 顺序 。 












































ve>0 





剩 下 的 所 有 项 都 能 放 进 e 邻 域 里 

















分 
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看 这 两 条 我 都 明白 了 。 所 以 ， 要 是 把 。 缩 到 超级 超级 小 ， 那 点 an 就 必 
宏 的 e 邻 域 里 …… 我 就 明白 了 这 些 。” 


En 增 大 到 多 大 ， 
等 于 NN 的 n。 只 要 nn 满 
邻 域 里 …… » 








说 “来 ， 你 能 把 点 an 全 

















a 区 IN<n= A-anl <d| 














至 少 去 掉 数 列 前 N 
。 我 们 试 着 回忆 一 下 e 和 
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也 就 是 说 , 我 们 可 以 先 确定 e, 再 给 每 个 ce 选 定 不 同 的 N。 接 受 了 “小 ce 挑战 
后 ， 我 们 要 用 大 来 应 成 。 要 是 e 非 常 小 ,我们 就 用 非常 大 的 N 来 应 战 。 
不 管 e 是 什么 样 的 , 只 要 我 们 丢掉 开头 的 前 项 ， 就 能 把 剩 下 的 所 有 项 (无 
数 个 项 ) 都 放 进 e 邻 域 里 -一 存在 这 样 的 N, 正 是 数列 收敛 的 意义 , 也 是 e- 
的 观点 所 在 。” 

“原来 如 此 …… 我 明白 了 。 不 管 是 多 罕 的 e 邻 域 ， 只 要 根据 e 丢掉 开 
头 的 前 Y 项 ， 就 能 把 剩 下 的 所 有 项 都 一 股 脑 儿 放 进 e 邻 域 里 ……” 

“ 嗯 ， 对， 对。e 本 身 大 小 是 有 限 的 ， 不 可 能 无 限 小 。 但 是 , 正 是 因 
为 有 “对 于 任意 小 的 e ， 也 就 是 “对方 以 多 小 的 。 挑战 都 没 问 题 ' 这 个 条 
件 ， 所 以 我 们 才能 不 用 “无 限 ” 这 个 词 就 能 表示 “极限 ”。” 

“原来 如 此 …… 话说 ,学 长 ,为 什么 要 提出 NN 呢 ? 我 们 想 要 讨论 的 
只 是 “把 n 增 大 ， 就 能 把 点 ar 放 进 点 A 的 e 邻 域 里 了 '， 多 提出 一 个 新 
变量 NN 有 点 Sd 起 

“这 个 嘛 ， 采 用 3N 这 种 写法 就 是 为 了 讨论 以 上 情况 。” 

. 屋 a Wy 

“也 就 是 说 ， 为 了 用 式 子 表示 “ 〇 OO 是 可 能 的 ， 我 们 通过 卫 换 了 个 
说 法 一 一 存在 满足 DO 〇 的 数 "。 

“把 某 个 条 件 是 “可 能 的， 代 换 成 “存在 ” 某 个 数 这 种 说 法 …… 

“ 嗯 ， 就 是 这 样 。 那 下 面 来 感受 一 下 e- 的 作用 吧 。” 

< 哈 ?” 

“我 们 假设 ' 当 nn 二 00 时 ，an 一 A"。 此 时 可 以 存在 满足 ak=A 的 
ak 吗 ?” 

“ 喔 ， 是 “恰好 ” 问题 呀 。……… 嗯 ,我 觉得 存在 。 因 为 重点 只 在 于 点 
an 是 否 在 点 A 的 e 邻 域 里 ， 所 以 点 a 可 以 等 于 点 A。” 

“ 咽 ， 没 错 。 那 点 an 可 以 一 会 儿 接 近 点 A， 一会儿 远离 点 A 吗 ?” 
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Qn 4 
Q1 
@ 
a2 
@ 
Q3 
A 十 ez 上 一 一 一 二 二 二 二 一 一 一 本 下 生生 人 生生 相生 和 下 下 全 下 和 生生 和 下 生生 全 计生 全 下 休 生 于 生生 汪 
® as Qa ar 
A 十 -=--------------- 0---e--®--e—--— 
2 
0 1 2 3 4 5 6 7 n 




































































































































































































































































































































































“可 以 。 只 要 点 an 在 A 的 e 邻 域 里 , 我 认为 就 可 以 。 不过， 点 an 
不 可 能 一 直 只 距离 点 A 一 定 距离 。 长 远 来 看 ， 点 un 距 点 A 的 距离 应 该 
会 逐渐 缩小 。 比 如 说 ， 如果 点 an 一 直 只 距离 点 A 一 定 距离 ， 那 么 不 管 
丢掉 多 少 个 项 , 仍然 会 有 在 e 邻 域 之 外 的 项 ……… 啊 ! 我 只 能 在 脑海 里 刻画 ， 
很 难 用 语言 表达 呀 ……… 这 样 不 行 啊 ! ” 
an 4 
al 
全 
Q2 
® 
Q4 a6 
页 下 全 二 = 人 i 
el SE EE 
让 二 
0| 1 2 3 4 5 6 7 : 
“人 学 长 ,我 很 难 用 语言 来 准确 地 表达 这 种 微妙 的 条 件 啊 。 
可 能 确实 是 用 N 这 种 变量 会 说 明 得 更 准确 一 些 。” 
“说 得 对 …… 你 能 体会 到 这 点 ， 很 了 不 起 呀 。” 
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“是 、 是 么 …… ”她 “ 喇 ” 地 红 了 脸 。 


“经 过 这 一 番 “格斗 '， 你 也 习惯 看 这 种 看 似 复杂 的 式 子 了 吧 ? 看 




















了 就 不 会 再 怕 了 。 每 个 变量 的 含义 也 















































说 熟 于 心 。 我 们 也 差不多 该 试 


























江 总 珊 


日 























会 
去 掉 三 重 括号 ， 把 式 子 变 回 原本 的 形式 了 。 你 看 ， 你 心脏 已 经 跳 得 没 














































































































我 觉得 我 大 体 上 理解 了 。” 





么 快 了 吧 ? 
ve>o 3N Vn |N<n> |A-an|<d 
“不 ， 我 的 心 还 在 仓 怀 直 跳 …… 不 过 ， 
6.2 函数 的 极限 
6.2.1 e-6 


关于 数列 的 极限 ， 我 们 就 说 到 这 中 
前 面 都 说 的 是 e- W， 接 下 来 说 e-6。 我 



































有 吧 。 下 面 来 讨论 一 下 函数 的 极限 。 






































路 来 思 


























门 还 按照 讨论 数列 的 极限 时 的 思 












































专注 吧 。 
首先 ， 函 数 的 极限 是 用 以 下 式 子 表示 的 。 
lim f(x)= A 


Ta 


























文字 来 描述 ， 则 是 下 面 这 样 。 



































函数 f(x) 在 xz 一 a 中 收 钱 ,极限 值 是 A。 



























































函数 f(z) 的 值 无 限 接近 常数 A。 


高 中 课程 是 这 人 么 撒 述 上 面 这 句 话 的 含义 的 。 
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“ 当 z 地 a 时， 函数 f(x) 的 极限 值 是 A” 意 即 能 定义 “z 为 实数 ， 以 
下 式 子 成 立 ”。 








ve>0356>0Vz |o< le 一 z| < 6 全 IA-f(z)| < a 


， 函数 的 极限 (通过 e-6 来 表示 ) 















































泰 末 拉 仿 照 我 刚才 那样 ， 给 式 子 加 上 








二 
tl 
应 
Ca I 
o 















































ve>0 35>0 | wz| o<le-zl<5=> |A-jol<e| | 
“从 外 层 开始 看 的 话 …… 

对 于 任意 正 数 <， 

ve>0 
都 存在 某 个 正 数 0， 

ve>0 320| | | 














176 第 6 章 e-6 语 言 
使 得 …… 对 任意 z 都 成 立 。 
ve>0| 35>0 | 并 | 
4 就 是 这 样 吧 ?” 
“很 好 。 把 最 里 面 的 式 子 也 给 填 上 后 ， 就 是 下 面 这 样 
ve>0| 3>0 vz | 0<la-z 
“这 个 ……… 我 来 读 ! ” 

















1] 













































































< 0 一 A-f(2)| <e | | | 


车 对 于 任意 正 数 e， 给 每 个 。 都 选 定 菜 个 合适 的 正 数 5， 


则 能 使 命题 0<la 一 xz|<5 守 |A 一 f(z)| <e 对 于 任意 x 都 成 立 。 
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5E 


Ea 
3 

















水 拉 ， 



















































































你 知道 下 

















0<la—z|<56 









































] 邻 域 这 个 词 i 























“ 跟 数 列 
这 次 不 是 e 邻 域 啦 。 


这 次 是 5 邻 域 ! 也 就 是 说 ，0< |a - z| < 5 就 等 于 





b 会 儿 一 样 















































I， 没 错 。“ 


























日 a 和 zw 这 























点 不 重合 '?” 
点 不 重合 ' 说 的 是 0<1a 一 x| 吧 
我 们 分 析 0< la 一 z| <5 全 





下 这 个 式 子 的 意 





轧 吗 ?” 
































噢 ， 还 是 在 说 绝对 值 ! 即 “a -x 的 绝对 什 
距离 ' 这 个 思 





























路 来 看 ， 


A 一 了 f(z)| <。 这 音 











i 是 ‘a 和 z 不 重合 


? 你 











9 











Zr 在 
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判断 得 很 好 。 


























分 





后 ， 可 知 "“ 若 z 
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在 a 的 5 邻 域 里 且 x 关 a， 则 f(z) 在 A 的 e 邻 域 里 "。 

“这 次 出 现 了 两 个 邻 域 呀 !” 
“ 叫 。 讨 论 函 数 的 极限 时 ， 不 管 接受 的 挑战 里 的 < 有 多 么 小 ， 都 会 存 
在 某 个 5， 满 足 “如果 把 xz 放 在 a 的 去 心 5 邻 域 里 ,， 那 f(x) 就 在 A 的 < 


] 6 来 迎接 e 的 挑战 。” 
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y=f(7) 








6.2.2 ee-6 的 含义 
“天 色相 当晚 了 ， 听 们 差不多 该 回去 了 。 最 后 再 确认 一 下 e-6 的 含义 



















































































吧 。 话 说 回来 ， 你 还 记得 为 什么 要 讨论 e-6 吗 ?” 
“ 嗯 …… 是 什么 来 着 ? 啊 ， 对 对 。 为 了 避 开 “无 限 接近 ” 这 个 词 ， 准 


















































外 地 定义 极限 的 含义 。” 

“ 没 错 。 我 们 在 定义 极限 的 时 候 , 用 了 什么 词 来 代 蔡 “无 限 接近 ”来 着 ?” 
“用 了 什么 词 …… 嗯 ,对 了 ,用 的 是 “对 于 任意 小 的 正 数 6……”， 
对 吧 ? 无 论 选择 的 e 是 什么 样 的 ， 都 要 找到 一 个 合适 的 5。” 
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“ 没 错 。 从 e-6 的 角度 来 说 ,“ 存 在 极限 ”的 重点 在 于 ， 




















而 








要 确保 “无 论 











选择 的 e 是 什么 样 的， 都 要 找到 一 个 合适 的 6  。 而 “无 限 接近 ”这 个 词 














并 不 能 确保 这 点 。 


fz 《IT 99 
“确保 ， 是 么 Ce 



































6.3 摸底 考试 


6.3.1 上 榜 





























我 跟 泰 天 拉 走出 阶梯 教室 ， 在 院子 里 转 了 一 圈 
会 儿 我们 要 一 起 回 家 。 


“学 长 ， 呈 ? ” 泰 洒 拉 伸 出 手 ， 指 着 某 个 方向 。 





记 
all! 













































































她 指向 的 是 通 往 换 靳 处 的 走廊 的 方向 ， 老 师 们 的 办 公 室 前 面 。 那 里 

















































































































是 校内 的 主要 通道 。 学 生 们 聚集 在 走廊 里 ， 沁 着 墙壁 。 






































我 们 学 校 会 把 摸底 考试 成 绩 排 前 10% 的 人 的 名 单 贴 出 来 。 名 字 按 照 












































己 的 名 字 被 由 了 出 来 ， 我 们 就 称 之 为 “上 榜 ”。 









































正在 备战 高 考 ， 所 以 没 份 儿 。 










































































成 绩 排 序 ， 打印 在 一 张大 大 的 纸 上 ， 公 布 出 来 。 这 就 是 “ 光 采 榜 ”"。 如 果 








这 次 贴 出 的 是 高 一 高 二 的 摸底 考试 结果 (语文 、 数 学 、 英 语 )。 高 三 


毫 无 疑问 ， 我 第 一 眼看 向 了 高 二 的 数学 排名 。 我 还 从 设 有 落榜 过 。 
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都 宫 ? 有 。 

那 上 面 汇集 了 我 们 高 中 里 的 数学 高 材 生 的 名 字 。 人 员 基 本 没有 变动 ， 

都 是 经 常 上 数学 榜 的 人 。 
“学 长 你 的 名 字 ……… 好 像 不 在 上 面 呢 。” 泰 条 拉 说 道 。 

“ 啊 ……… 咖 。 是 啊 。 我 答 道 ， 目 光 仍 未 从 墙 上 移 开 。 

“学 长 你 状态 不 好 吗 ? ”声音 中 透 着 关心 。 

“ 咽 ， 这 个 …… 也 有 这 个 可 能 。 

“可 能 ! 我 在 心中 大 喊 。 

“学 长 ! 我 第 一 次 靠 数学 上 榜 耶 ! 你 看 你 看 !” 

她 开心 得 像 个 小 孩子 ， 伸 手指 着 高 一 的 光荣 榜 。 

雌 …… 就 是 说 有 两 门 上 榜 ?” 

“ 咽 不 好 意思 。” 她 红 着 脸 ， 但 看 上 去 仍旧 很 高 兴 。 

本 来 泰和 打 拉 的 英语 在 年 级 里 就 数一数二 。 所 以 , 数学 成 绩 也 上 来 的 话 ， 

就 有 两 门 上 榜 了 。 

不 过 ， 我 没 法 打从 心底 为 她 的 进步 而 高 兴 。 我 很 在 意 自己 没有 上 榜 。 

而 我 之 前 好 像 还 摆 出 一 副 学 长 的 样子 说 过 什么 “有 不 懂 的 就 来 问 我 ……… 

唉 ， 我 真是 于 死人 了 。 









































































































































































































































































































































































































































































































































































































































6.3.2 静 才 的 声音 、 沉 默 的 声音 

可 家 路 上 。 

我 跟 泰 打 拉 并 肩 走 着 。 

我 一 直 在 想 摸 底 考试 的 事 儿 。 考 完 之 后 ， 我 确实 觉得 发 挥 得 不 同 于 

往常 。 特 别 是 计算 积分 的 题 。 虽 说 题 很 简单 ， 用 式 子 就 行 了 ,但 是 数 却 

很 多 。 我 没 想到 别人 有 这 么 历 害 。 感 觉 没 脸 见 人 ， 自 己 没 脸 见 人 。 
“今天 学 长 给 我 讲 了 极限 的 定义 呢 。” 


泰 末 拉 用 跟 平常 一 样 的 口气 ， 说 起 了 数学 。 
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“不 用 “无 限 接近 ”的 说 法 ， 而 用 带 e-6 的 式 子 定义 极限 这 个 思 
路 我 明白 了 。 不 过 ……… 有 个 地 方 我 很 纠结 。” 
“什么 地 方 ? ”我 跟 泰 杀 拉 之 间 的 交流 无 限 麻 烦 起 来 了 。 

































































































































































“那个 …… 用 式 子 定义 极限 以 后 ， 又 有 什么 用 呢 ? 或 者 说 ， 能 用 到 
什么 地 方 呢 ?” 
“ 喔 喔 ……” 回答 了 泰 条 拉 的 问题 ,又 有 什么 用 呢 ?“ 微 分 和 积分 者 

































































能 用 极限 来 定义 。 然 后 …… 嗯 ， 你 知道 连续 吗 ? 连续 也 是 用 极限 ……: 也 
就 是 用 e-5 来 定义 的 。 


6 













































































E 义 连续 ?“ 连 续 " 是 “ 连 在 一 起 ”的 意思 吧 ?” 
“ 那 是 我 们 平常 使 用 的 含义 ， 是 辞典 里 的 意思 。 
“ 查 辞 典 不 行 么 ?” 
“对 数学 来 说 没什么 用 。 因 为 查 了 也 不 知道 数学 里 独 有 的 严密 的 


含义 。” 
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“是 呀 ， 我 感觉 …… ” 泰 打 拉 像 是 自 言 自 语 地 说 着 ,“ 逻 辑 这 东西 跟 
解 方程 式 ， 还 有 计算 都 不 一 样 。 原 来 我 解 整数 题 的 时 候 ， 会 听 到 一 种 “ 嘎 
改 嘎 咬 ” 的 声音 。 不 过 ,在 解 逻 辑 题 的 时 候 ， 声 音 就 不 一 样 了 感觉 
要 更 安静 一 些 。 就 像 是 ' 静 禾 的 声音 ' 或 是 “沉默 的 声音 '…… 似乎 无 声 ， 











































































































又 并 非 无 声 。 我 必须 去 听 那 些 细微 的 声音 。 仔细 梳 理 逻 得 就 像 用 心 倾听 一样 。 
正如 盈盈 学 姐 说 的 那样 ， 要 “去 聆听 声音 "。 虽 说 都 是 数学 ， 但 是 领域 不 
一 样 ， 感 觉 也 就 大 相 径 庭 呢 。 数 学 ， 到 底 是 什么 呢 ?” 

“…… 我 ， 到 底 是 什么 呢 ? 






























































































































































“什么 事 ? ”我 自己 也 知道 ， 我 声音 里 带 着 刺 儿 。 
“上 啊 … 和 7 没 ,没什么 。” 泰 条 拉 低 下 头 。 


我 们 沉默 地 走 着 ， 就 这 样 一 路 走 到 了 车 站 。 
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“那个 ， 我 …… 我 去 书店 一 直 。” 泰 菏 拉 “ 史 史 咪 ” 地 晃 着 手指 头 。 斐 
波 那 契 手势 由 -- 泰 洒 拉 想 出 来 的 数学 爱好 者 手势 。 这 是 我 们 的 暗号 。 







































































然而 ,我 并 没有 回应 泰 条 拉 ， 而 是 丢 下 一 句 “ 那 我 走 了 ”， 就 跟 她 分 























第 二 天 。 一 一 不 管 心情 如 何 ， 第 二 天 总 是 要 到 来 的 。 



























































我 带 着 烦躁 的 心情 上 完了 课 ， 总 算 放 学 了 。 可 是 ， 只 是 摸底 考试 考 
































而 了 一 次 就 这 公 失 洲 ， 真 雪人。 
“我 先 去 图 书 室 了 。” 米尔 嘉 一 如 既往 。 







































































我 怀 着 志 直 的 心情 走向 图 书 室 。 
泰 打 拉 和 米尔 嘉 正 在 里 面 说 话 。 
“我 们 来 具体 地 用 式 子 定义 “连续 吧 。 米尔 露 说 道 。 
“学 姐 你 把 这 个 都 背 下 来 了 吗 ?” 


“ 想 想 意思 就 马上 想起 来 了 。 下 面 这 个 就 是 “连续 ”的 定义 。” 


/ 蕊 、 


























TT 






















































































































































































Q@ 首次 出 现在 《数学 女孩 六 人 民 邮 电 出 版 社 ，2016 年 1 月 ) 中 ， 是 泰 打 拉 想 出 来 的 数 
学 爱好 者 之 间 的 问候 语 。 若 看 到 对 方 打出 这 个 手势 ， 自 己 就 要 做 出 “石头 剪刀 布 ” 


中 的 “ 布 ” 的 手势 去 回应 。 这 是 因为 在 斐 波 那 契 数列 中 ，1, 1, 2, 3 的 后 面 是 5， 与 做 
“ 布 ”的 手势 时 伸 出 的 手指 数 相同 。 一 一 编者 注 






































































































































当 逊 数 f(z) 满足 以 下 式 子 时 ， 我们 就 说 ，f(zx) 在 x = a 处 连续 。 

















“ 族 ? 就 这 点 儿 ?” 


“就 这 点 儿 。 哦 ， 你 来 啦 。 米尔 嘉 看 疝 我 这 边 。 








泰 条 拉 也 看 向 我 ， 轻 轻 点 头 致意 。 
































“ 那 下 面 来 测 测 你 有 没有 掌握 e-5。” 
















































































“ 咽 ， 我 想 想 ……: 刚刚 学 姐 你 讲 了 “函数 f(z) 在 z= a 处 连续 ” 的 定 
义 ， 也 就 是 下 面 这 个 式 子 。 
































lim f(z) = f(a) 


Ta 


这 个 式 子 还 可 以 写成 “ 当 z 二 a 时, f(z) 一 f(a)” 这样, 对 吧 ? 也 就 是 说 ， 
































































































































当 z 无 限 接近 a 的 时 候 ，f(zx) 无 限 接近 f(a)……” 泰 条 拉 看 着 米尔 露 的 表 
博 回答 道 。 

米尔 嘉 轻 轻 点 头 。 

“所 以 , 用 e-5 把 这 个 带 lim 的 式 子 写 出 来 就 行 了 吧 ? 式 子 虽然 复杂 ， 
只 要 拆 分 成 一 块 一 块 来 思考 ， 肯 定 就 不 会 有 问题 了 。 

矢 打 拉 说 完 稍微 停 了 停 ， 试 着 往 笔 记 本 上 写 了 几 个 式 子 。 
























































a 好 。 用 f(a) 来 替代 e-5 的 极限 值 就 行 了 ， 对 吧 ?” 
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0 > 0Vz |o< le-z|<5> |f(0) -/f()|<el 





ve>03 


“也 就 是 说 一 一 
若 对 于 任意 正 数 e， 给 每 个 e 都 选 定 某 个 合适 的 正 数 6， 
则 能 使 命题 0<|la 一 x|<5 池 |f(a) 一 f(z)| <e 对 于 任意 Z 都 成 立 。 














对 吧 ?” 

















的 5 邻 域 里 ， 我 们 就 选 一 个 5， 证 




















\ 管 正 数 e 是 什么 ， 只 要 z 在 a 





























f(z) 在 f(a) 的 e 邻 域 里 ， 对 吧 ?” 
“就 是 这 样 ， 泰 淋 拉 。" 米尔 亮 语气 中 满 是 候 服 。 


“昨天 晚上 我 练习 了 好 多 呢 !” 泰 条 拉 看 着 我 说 道 。 




























































































解答 6-1 (通过 e-6 来 表示 连续 ) 


车 续 。 


当 函 数 f(x) 满足 以 下 式 子 时 ，f(x) 在 xz =a 处 连 














VeS0a0S0Y |o< la-z|<5= |f(@) -f(z)| <d 








“因为 对 于 不 连续 的 函数 ， 其 函数 图 的 线 会 “ 啦 ” 地 断 开 ， 所 以 我 们 









































涝 














断 ， 而 不 是 连 着 的 。 比 如 说 下 面 


YT ， 站 个 起 储 



































从 直观 上 看 也 能 看 明白 ， 因 为 线 会 
一 点 像 是 “ 啉 " 地 跳出 来 了 一 样 。 
9 观 上 不 好 理解 的 病态 函数 吧 。” 


























3 













































































个 函数 ， 当 z=a 时 ， 这 
“ 那 我 们 再 想 一 个 从 
米尔 嘉 坏 坏 地 说 道 。 
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6.4.2 在 所 有 点 处 都 不 连续 


问题 6-2 (在 所 有 点 处 都 不 连续 ) 
是 否 存在 在 实数 范围 内 不 连续 的 函数 ? 





























“ 换 句 话说 ， 就 是 在 所 有 点 处 都 不 连续 的 函数 。” 

“ 线 …… 线 在 所 有 点 处 都 是 断 开 着 的 函数 图 ……: 这 怎么 画 得 出 来 嘛 ! ” 
依靠 函数 图 就 行 了 。” 米 尔 嘉 说 道 

可 是 ， 在 所 有 点 处 都 不 连续 ， 怎 么 想 都 …… ” 

只 要 不 依靠 “连续 ” 这 个 词 就 行 了 。” 

“ 那 我 们 要 ……… 依靠 什么 ? ”泰和 杀 拉 迷 茫 到 了 极点 。 

“逻辑 。 米尔 嘉 马 上 回答 道 。 


6 边 辑 ? 3 

































































| 鹉 汉 













































































































































































“连续 " 的 定义 








“ 泰 休 拉 啊 泰 洲 拉 ， 你 要 把 连续 的 定义 丢掉 不 用 么 ?” 








“ 啊 ! 是 e-6 吗 ?” 











“对 。 "在 z=a 处 不 连续 ” 这 个 式 子 也 就 是 在 e-6 的 式 子 








来 否定 。” 





(we>035>0vz |o< la-z|<5=> |f(la) 





-f(z)|<e|) 




















那么 否定 符 





























“在 谓词 逻辑 中 ， 一 旦 交换 习 和 V， 
子 里 面 。 这 是 因为 以 下 式 子 成 立 。 


-(vz[…|) > az[-(…)| 
-(3z|.…|) eS vz|-(…)] 


这 样 一 来 ， 刚 才 的 式 子 就 等 价 于 下 面 这 个 式 子 。 
















































































de>0 v3>0 3z - (0< la—z|<5=> |f(a)— 


也 就 是 说 一 一 


一 旦 选 定 某 个 正 数 e， 那么 不 管 把 正 数 5 缩 到 多 小 ， 
0<la-zx|<56 字 |f(a) 一 f(x)| <e 对 于 某 个 正 数 z 都 不 成 立 。 




















这 就 是 “f(zx) 在 z =a 处 不 连续 的 定义 。 就 是 说 ， 
有 实数 a 都 能 成 立 的 函数 f(z) 即 可 。” 
“ 唔 唔 唔 唔 ……” 泰 条 拉 抱 着 头 1 
“你 怎么 看 ? ”米尔 嘉 把 话题 抛 给 了 我 。 
听 到 米尔 一 问 ， 我 的 心 鱼 进 了 数 当 
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四 |< | 


EF 加 上 “一 ? 


号 “一 ”就 会 被 放 到 式 


只 要 找到 那个 对 于 所 








1， 上 烦躁 不 安 的 情 




















加 烟消云散 。 
“比如 说 ， 下 面 这 个 函数 很 有 名 ， 对 吧 ? ”我 说 道 。 
















































































当 z 为 有 理 数 时 ) 














1 ( 当 z 为 无 理 数 红 
| | xz 为 无 理 数 时 ) 





“确实 。” 米尔 嘉 点 3 Y O 


“ 弃 译 译 译 ?” 这 也 算 末 数 ?” 

























































































“ 因 交 5 ”我 回答 道 ,“ 只 要 确定 了 一 个 实数 xz， 也 就 确定 了 
f(z) 的 值 ， 所 以 是 函数 。 也 可 以 说 ， “无 理 数 测定 仪 ”。 











解答 6-2 (在 所 有 点 处 都 不 连续 ) 
存在 在 实数 范围 内 不 连续 的 通 数 。 


























6.4.3 ”是否 存在 在 一 点 处 连续 的 函数 

“你 好 像 早 就 知道 刚才 那 道 题 呀 。 米尔 嘉 说 道 。 
“ 嗯 。 我 好 像 在 哪儿 看 到 过 。” 
“ 那 你 思考 一 下 这 道 题 试 试 ?” 






































































































































问题 6-3 (在 一 点 处 连续 的 函数 ) 
a 


是 否 存 在 只 在 zx = 








“只 在 一 点 处 连续 的 函数 …… 不 可 能 吧 ? ”我 牌 着 脖子 。 


“ss ” 泰 末 拉 战 成 闸 斑 地 举 起 了 手 。 
“有 什么 问题 吗 ， 泰 条 拉 ? ”米尔 壳 问 道 。 
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“那个 …… 我 明白 了 ， 答 案 。 
“ 族 ……” 我 不 禁 感叹 道 。 速 度 怎么 这 么 快 ? 
“ 唔 …… 答案 是 ? ”米尔 嘉 指向 泰 呆 拉 。 

“等 一 下 啊 ! 我 现在 正在 想 昵 ! " 我 抗议 道 。 





























“ 呵 ， 好 。 我 等 会 儿 。 泰 洲 拉 说 道 。 


“ 泰 打 拉 。” 米 尔 露 比 了 一 个 “ 咬 耳 打 ” 的 手势 。 
















































































奈 打 拉 凌 近 米 尔 嘉 ,，“ 唾 唾 唾 唾 ”地 “ 咬 耳 杂 ”。 


1 因 可 答 正 确 99 


















































“ 太 好 了 ! ” 泰 洲 拉 很 高 兴 。 
































我 感觉 全 身 的 血液 都 涌 向 了 脑袋 。 泰 杀 拉 已 经 解 完 了 ? 能 写 出 这 
的 函数 ? 不 不 ， 说 不 定 ， 她 只 是 一 下 子 知道 了 为 何不 存在 这 样 的 函数 
只 是 我 还 没 想 明和 白 而 已 ……: 


“还 剩 5 分 钟 。” 米 尔 嘉 说 道 。 


































































































是 否 存 在 只 在 一 点 处 连续 的 函数 ? 


6.4.4 ， 逃 出 无 限 的 迷宫 

当 我 不 断 思 索 的 时 候 ， 米 尔 嘉和 盘 
“你 刚刚 说 的 练 7 
“ 啊 ， 我 在 笔记 本 上 写 了 好 多 遍 e-N 和 e-6 的 式 子 ,来 回 思考 它们 


条 拉 正 小 声 说 着 话 。 





















































村 
六 /7 考 MT: 游 
小 阴 | 四 坦 。 





心 | 
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的 含义 。 我 要 是 不 写 很 多 遍 , 就 没 法 理解 透彻 …… 然后 , 我 还 画 了 函数 图 ， 
练习 写 出 e 邻 域 和 6 邻 域 。 

“ 嘱 9 

“e-0 我 基本 熟悉 了 ， 虽 说 还 有 些 地 方 不 理解 …… ” 








































































































“ 泰 末 拉 ， 这 难度 可 能 源 于 实数 本 身 。 或 许 感 到 “不 理解 才 更 正常 

































































所 以 你 不 用 勉强 自己 去 理解 。” 米尔 嘉 说 道 。 
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“那个 ， 米 尔 喜 学 姐 …… 学 长 告诉 我 ， 就 极限 而 言 ， 
存在 5， 可 是 不 管 我 怎么 看 e-5， 都 不 怎么 有 “无 限 接 近 ” 的 感觉 啊 。 我 
倒是 感觉 好 像 为 了 “无 限 接近 ” 有 必要 “无 限 循环 '……” 

想到 有 必要 “无 限 循环 ", 我 们 就 迷失 在 迷宫 里 了 。 不 管 循环 多 少 次 ， 
我 们 都 会 迷惑 ， 觉 得 前 面 还 有 路 。 最 重要 的 ， 不 是 无 限 循环 ， 而 是 “ 确 
保 对 于 任何 e 都 存在 与 其 对 应 的 5。 不过， 如 果 你 习惯 了 ， 也 可 以 享受 
这 个 迷宫 带 来 的 乐趣 …… 只 要 我 们 借助 e-5， 就 能 逃 出 这 个 “无 限 循环 ， 
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“只 要 是 在 我 们 这 个 地 球 上 学 习 数学 的 人 ， 无 一 例外 都 会 从 瑶 尔 斯 4 
拉 斯 那儿 拿 到 e-5 这 把 “钥匙 ， 然 后 ……” 米 尔 喜 慢 慢 地 伸展 双 臂 说 道 ， 
“他 们 就 会 用 e-5 打开 极限 之 “ 门 " ， 逃 出 无 限 这 个 迷宫 。 


苦 





































































































6.4.5 ”在 一 点 处 连续 的 函数 | 

“话说 ， 喂 ， 到 时 间 啦 。” 

“我 认输 。 我 说 道 , “我 觉得 不 存在 在 一 点 处 连续 的 函数 。 
米尔 嘉 递 了 个 眼色 ， 泰 洒 拉 
| 那个 ， 我 实际 写 出 来 过 ， 所 以 ， 是 存在 的 。 

“ 认 ? 能 写 出 这 样 的 函数 ?” 

“上 曙 …… \ 过 ， 我 只 是 稍微 改 了 改 学 长 你 给 我 的 例子 哦 !” 
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Z 〈 当 z 为 无 理 数 时 ) 
g(7) = 
0 〈 当 z 为 有 理 数 时 ) 
“ 啊 ……” 我 哑 口 无 言 。 




















“解释 。” 米 尔 嘉 命令 道 。 


“好 。” 泰 条 拉 应 道 ,“ 刚 才 ， 学 长 你 写 出 了 一 个 “在 所 有 点 处 都 不 连 
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续 的 函数 f(x) ” ， 也 就 是 “无 理 数 测 定 仪 ” 。 当 然 ， 这 个 “无 理 数 测定 仪 ， 
的 函数 图 是 画 不 出 来 的 ， 如 果 能 画 出 来 ， 我 觉得 应 该 也 是 下 面 这 样 。 它 
看 起 来 像 两 张 图 ， 想 表达 的 是 “y 只 在 当 z 为 有 理 数 时 等 于 0， 而 当 z 为 
无 理 数 时 , y 等 于 1 。 比 如 说 ， 当 z 等 于 有 理 数 1 时 , y 等 于 0; 当 z 





























































































































































































































yt 


I 


2Z 为 无 理 数 时 , y= f(z) 1 








当 z 为 有 理 数 时 ,y = f(x) 



































这 次 米尔 嘉 学 姐 的 题 是 思考 “只 在 x = 0 处 连续 的 函数 。 因 此 ……: 
我 就 想 ， 能 不 能 用 学 长 你 写 的 那个 “无 理 数 测定 仪 ” 呢 ? 如 果 要 思考 连续 
的 定义 ， 即 e-6， 并 写 一 个 在 x = 0 处 连续 的 函数 g(x) 的 话 ， 不 管 我 拿 
多 小 的 e 应 成 ， 只 要 保证 有 一 个 6 满足 “如果 z 在 0 的 6 邻 域 里 ， 那么 
9g(z) 就 在 g(0) 的 e 邻 域 里 就 可 以 了 。 因 为 当 z 为 有 理 数 时 , g(z) = 0 
所 以 g(z) 在 e 邻 域 里 。 问 题 在 于 无 理 数 。 我 想 ， 当 z 为 无 理 数 时 ,让 
9g(z) 紧 挨 着 g9(0) = 0 不 就 好 了 吗 ? 所 以 , 我 就 把 刚刚 那个 y= f(x) 的 
图 倾 任 了 一 下 ， 用 余 线 靠近 g(0) = 0， 这 样 g(z) 就 出 来 了 。” 
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当 z 为 有 理 数 时 , y = g(x) 


6 


+ 


e 小 就 行 了 。 比 如 说 
g(z) 的 值 肯定 在 < 邻 域 里 。” 


~ [ey 
























































这 样 一 来 ， 不 管 我 拿 多 小 的 。 应战， 都 能 找 至 


， 让 5 等于。 这 样 的 话 ， 对 于 6 邻 域 里 的 站 








当 z 为 无 理 数 时 , y = g(x) 






























































yt 


I 





Zz 为 有 理 数 时 , y = g(x) 


由 二 二 





此 





Zz 为 无 理 数 时 , y = g(z) 






0 









































换 成 有 理 数 就 是 0， 所 以 不 要 紧 。 就 算 换 成 无 ] 








也 小 于 es 因为 ， 只 要 按照 下 


lg(7)| = |z 

















<0 

















为 不 管 对 于 多 小 的 e, 只 要 让 z 进 




















由 起 二 0 的 思路 9 就 能 写 出 














所 以 ，|g(z)|<e，g(z) 就 到 了 0 的 ce 邻 域 上 


人 
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蛙 数 ,|0 一 g(x)| = |9(7)| 
日 这 个 思路 来 思 区 有 物 可 L jo 
因为 当 z 为 无 理 数 时 ，9(z)=Z 
又 因为 Zz 在 6 邻 域 里 
又 因为 已 经 定义 了 6 = 和 
再 因为 e>0, 5<e 
有 8。 这 就 是 我 们 原本 的 目的 ! 


























只 在 


由 





二 一 一 








“ 停 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 当 z 夭 0 时 ， 不 连续 








“ 啊 ， 这 








F 7 
刁 /po 

















到 6 邻 域 里 ， 



































b 么 





a 





0 处 连续 的 函数 。” 















































“ 算 了 ， 反 正 你 马 
觉得 …… 光 凭 ‘无 限 接近 
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数 





光明 白 




















| 可 米尔 嘉 说 道 。 














人 


的 情况 呢 ? 


” 这 个 词 ， 是 想 不 出 函 郑 








g(z) 就 会 进 到 e 邻 域 里 。 























9(Z) 的 精 有 

















NN 





图 可 是 ， 我 在 心 呈 
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闪 我 认为 ， 束 

















tL 算 没 法 把 









































我 用 
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下 


从 
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来 思考 这 次 的 函数 








Xf(7) 





























竺 心里 画 











az IL. 7 


NAN 
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气 答 完 





泰 打 拉 紧 旨 


有 着 
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然后 浅 浅 地 笑 了 。 





ETID， 























“非常 好 。 米尔 喜 说 这 





， 摸 了 


摸 泰 洒 拉 的 头 。 

















图 画 在 纸 上 ， 把 
























































9(Z)。 
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解答 6-3 (在 一 点 处 连续 的 函数 ) 
存在 只 在 z= 二 0 这 点 处 连续 的 函数 。 




















我 想 说 点 什么 。 
可 是 ， 却 没 法 好 好 说 出 口 。 




















上 





“抱歉 ， 我 先 回去 了 。” 我 丢 下 这 人 旬 话 ， 离 开 ] 























| 
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~ 
中 至 。 








6.4.6 ” 诉 衷 肠 
我 一 个 人 ， 回 到 教室 ， 拿 起 书包 。 













































































上 ， 抱 








然后 走出 换 鞋 处 ， 绕 了 教学 楼 一 轿 ,， 来 到 院子 里 ， 坐 在 长 椅 
着 脑袋 。 
我 和 到 底 是 怎么 了 ? 











摸底 考试 没 上 榜 ， 打击 有 这 么 大 么 ? 
数学 输 给 泰 洲 拉 ， 打 击 有 这 人 么 大 么 ? 
受到 这 么 大 的 打击 ， 才 是 对 我 而 言 巨大 的 打击 。 
就 这 么 点 儿 事 儿 ， 我 就 这 么 不 淡定 …… 










































































这 时 ， 背 后 传 来 了 脚步 声 ， 这 脚步 声 是 …… 
“学 长 ?” 
是 泰 洒 拉 啊 。 








“可 爱 的 跟踪 狂 ” 果然 还 “健在 ” 呢 。 
“我 没有 回话 ， 也 没有 抬头 。 

“你 很 难受 吗 ?” 
“我 只 是 烦 透 了 这 样 的 






























































,。 我 答 道 ， 仍 然 没 有 抬头 。 


[0 
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1 





她 轻 轻 地 ， 把 手 放 在 了 我 低 着 的 头 上 。 
甜美 的 香气 从 上 方 标 了 过 来 。 





























译 ? 怎么 …… 这 是 要 干什么 ? 
主 啊 。 





























泰 洲 拉 读 到 我 的 左 耳 边 ， 低 声 说 道 : 
































































































































我 从 学 长 那儿 体会 到 了 数学 的 喜悦 。 
我 希 诊 ， 除 了 我 ， 
还 有 很 多 人 能 通过 学 长 体会 到 数学 的 喜悦 ， 
体会 到 学 习 的 喜悦 。 




































































奉 主 耶稣 之 名 祷告 ， 阿 门 。 
这 是 en 祈祷 ? 
泰 条 拉 竟 然 为 了 我 一 一 为 了 这 么 丢人 的 我 而 祈祷。 
虽然 ,我 并 不 了 解 主 …… 
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不 过 我 明白 ， 她 的 祈祷 是 有 意义 的 。 
有 一 个 词 ， 从 她 的 祷告 词 里 ， 飞 进 了 我 的 心 昌 



























































下 
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Er hi 
一 喜悦 
[ee o 











数学 带 来 的 喜悦 是 巨大 的 。 解 题 的 喜悦 、 看 穿 结 构 的 喜 司 、 找 到 架 
在 多 个 世界 间 的 桥梁 的 喜悦 、 收 到 几 百 年 前 数学 家 们 留 下 的 信息 的 喜悦 …… 
有 巨大 的 痛苦 ,就 有 巨大 的 喜悦 。 咽 ,就 是 这 样 。 我 已 经 体会 到 了 数学 
的 喜悦 、 学 习 的 喜悦 ， 以 及 “传递 喜悦 的 喜悦 ”。 



































































































































说 不 定 。 
说 不 定 ， 我 或 许 会 成 为 …… 老 师 "。 
成 为 一 名 老师 ， 传 递 数 学 的 喜悦 和 学 习 的 喜悦 ? 





















































里 说 过 :“ 哥 可 你 干脆 将 来 当 老师 吧 。” 
泰 末 拉 说 过 :“ 学 长 确实 很 会 教 人 呢 。 
A 


米尔 需 说 过 :“ 不 配 当 老师 "。 那 是 在 名 活 在 我 身体 里 的 那个 老师 。 
































































































































泰 洲 拉 轻 抚 我 的 头 ， 说 道 : 
“一 直 以 来 ， 我 都 很 感谢 你 ， 学 长 。 

































































虽说 被 学 妹 看 见 自 己 流 眼泪 是 很 丢脸 ……: 
不 过 ， 现 在 不 是 说 这 个 的 时 候 。 
我 赶紧 探 了 探 眼睛 ， 重 新 戴 好 眼镜 ， 抬 起 头 。 
“抱歉 啊 …… 谢谢 你 ， 泰 条 拉 。” 
















































































她 腕 尔 一 笑 ， 用 她 那 优美 的 嗓音 说 道 : 


“It’s my pleasure.” 
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该 极限 定义 趋 于 严密 ， 

人 们 之 所 以 能 在 真正 意义 上 自主 判断 分 析 学 证 明 的 正确 性 ， 

是 因为 来 自 柏林 大 学 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 分 析 学 课 上 导入 了 一 种 方法 ， 
这 种 方法 如 今 被 人 们 称 为 e-6 语 言 。 

一 一 《不 完备 定理 》H9| 





第 7 章 


对 角 论 证 法 





把 变量 “把 变量 zz 用 自 指 代 换 就 称 作 对 角 化 ”用 自 指 代 换 就 称 作对 角 化 。 
无 法 证 明 把 “无 法 证 明 把 TY 对 角 化 了 的 语句 ”对 角 化 了 的 语句 。 
《没有 书 名 为 《没有 书 名 为 OO 的 书 ) 的 书 》 





7.1 数列 的 数列 


7.1.1 可 数 集 

“学 长 ， 我 找 你 好 久 了 ! 有 东西 给 你 !” 
“ 咽 ?” 我 停 下 秒表 。 
“ 啊 ， 对 不 起 ! 你 在 计时 啊 !” 

“没事 ……” 我 把 思绪 移 回 这 个 世界 ,“ 呼 一 一 ”地 舒 了 一 口气 。 在 
解数 学 题 时 , 我 会 进入 异世 界 。 现 实 中 的 自己 身 处 于 哪个 时 代 、 哪 颗 星 球 、 
哪个 国家 …… 全 都 失去 了 意义 。 


现在 是 放学 后 ， 这 里 是 图 书 室 。 

































































































































































































































































季 世 是 冬季 ， 已 略 有 Ea. 改天 来 了 . 下 个 就 是 毕业 典礼 
跟 结 课 典 礼 了 ， 还 有 寿 假 。 





































































































本 的 小 学 和 初 高 中 在 学 期 末 还 举行 结 课 典 礼 。 译 者 注 
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泰 条 拉 





















































已 经 


i= 



































什么 题 ?” 


























我 知 首 


及 不 是 可 数 集 


把 秒表 停 了 。 什 么 东 


西 啊 ?” 

















我 
沙拉 的 快递 ， 是 村 木 老 师 的 卡 


























道 ， 是 数学 读 








有 名 吗 ?“ 




















到 康 托 尔 的 对 



































说 着 ，4 






































论证 j 











I 果 不 妨碍 你 的 话 ， 还 请 








二 
下 是 




















到 了 我 左边 的 座位 





A 





“解释 的 话 ， 一 下 子 就 能 解释 完 。 


含义 吗 ?” 
































除了 可 数 集 这 个 词 以 外 ,我 
“可 数 集 指 的 是 “能 用 








应该 都 明 


 ， 我 跟 米 尔 嘉 就 升 高 三 了 ， 泰 条 拉 就 升 高 二 了 。 时 间 过 得 











我 们 先 不 说 这 个 ， 你 明白 
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o 


























自然 数 给 所 有 元 素 


编号 的 集合 " 。 
































































































































道 题 



































可 数 集中 对 





其 这 是 

















比如 说 ， 


限 集 都 是 
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ument， 又 称 对 














一 些 学 派 3 





E 张 有 限 集 不 








属于 可 数 集 。 





























为 ， 如 果 元 素数 目 
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那么 我 们 就 能 给 所 有 元 素 都 编 上 号 。 
“了解 
至 于 无 限 集 的 示例 嘛 ， 比 如 说 ,我 们 假设 存在 一 个 下 面 
































样 的 整数 





要 










































































忆 是 可 数 集 。 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 用 自然 数 给 整数 编号 。 来 动手 试 试 吧 。 
自然 数 1 给 整数 0 编号 ， 然 后 依次 用 2 给 十 1 编号 ， 用 3 给 一 1 编号 ， 

































































































































































二 2 3 4 6 2k—1 2k 然 数 集 
上 本 由 二 0 4 . 
0 十 1 1 十 2 2 十 3 1 一 上 十 K 整数 集 















































“这 么 写 的 话 ， 应 该 更 容易 理解 吧 。” 













































































“就 是 轮流 加 上 正 负 号 ……… 对 吧 ?” 
“ 咽 。 用 哪 种 方法 都 行 ， 重 要 的 是 给 所 有 整数 都 编 上 “单独 的 编号 "。 
















































































因为 所 有 的 整数 都 能 用 自然 数 来 编号 ， 所 以 我 们 可 以 说 ， 整 数 集 ZZ 是 可 
数 集 。 用 英语 说 就 是 Countable Set。” 
“原来 如 此 。Countable， 可 数 的 ， 就 是 能 够 Count 的 集合 呀 。 

恩 ， 就 是 这 样 。 另 外 ， 再 比如 说 有 理 数 集 Q@， 它 也 是 可 数 集 哦 。 


































































































































































































为 ， 像 下 面 这 么 排 的 话 …… 
0 3 1 
有 
1 2 多 进 
旷 ”六 2 2 
La 
1 2 3 
污浊 » 
了 > 
1 2 
二 吉 
| 7 
下 
5 


























我 们 就 能 顺 芯 摸 瓜 ， 找 到 所 有 大 于 等 于 0 的 有 理 数 。 接 下 来 ， 只 要 跟 上 
下 处理 整数 时 一 样 ， 轮 流 加 上 正 负 号 即 可 。 


HH 



























































[2 



































不 过 ， 往 细 了 说 呢 ， 当 出 现 像 于 跟 这 样 约 分 后 相等 的 数 时 ， 还 必须 跳 
过 后 出 现 的 数 。” 
“有 理 数 集 也 是 Countable Set 啊 。” 泰 末 拉 点 了 点 头 , 又 下 了 垩 
头 ,“ 可 是 …… 能 拿 自然 数 来 编号 ,不 是 理所当然 的 么 。 因 为 自然 数 是 


























































































































































































































可 

“ 泰 呆 拉 ， 你 是 不 是 想 说 “因为 自然 数 有 无 数 个 ， 所 以 当然 能 用 它们 

给 无 限 集合 的 元 素来 编号 '? 可 是 啊 , 卡片 上 写 着 呢 , 实数 集 及 不 是 可 数 集 。 

也 就 是 说 ， 就 算 动用 无 数 个 自然 数 ， 也 不 可 能 给 所 有 的 实数 都 编 上 号 。” 
“实数 集 及 不 是 可 数 集 ……? 可 是 学 长 , 如 果 有 那 种 没有 编号 的 实数 ， 

只 要 每 次 遇见 这 种 实数 时 把 它 单 拿 出 来 编号 不 就 行 了 1 ” 泰 采 拉 扬 起 双手 。 
“不 行 不 行 ， 这 样 是 搞 不 定 的 。” 
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“因为 这 个 方法 不 能 保证 给 所 有 的 实数 都 编 上 号 。” 
“He 可 是 ， 就 算 我 说 的 方法 不 行 ， 也 许 别 人 能 想 出 个 好 方法 呢 ? 
给 有 理 数 编号 就 办 得 到 ,给 实数 编号 却 绝对 办 不 到 ?怎么 就 能 这 么 说 呢 ?” 


区 四 


“证 明 就 是 为 此 而 存在 的 ， 泰 傈 拉 。 这 就 是 这 次 要 讨论 的 问题 
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7.1.2 ”对 角 论证 法 


问题 7-1 
证 明 实数 集 及 不 是 可 数 集 。 






























































为 了 使 用 对 角 论 证 法 ,我 们 换个 角度 理解 一 下 这 道 题 。 把 “给 所 有 
实数 编号 ” 改 成 “给 满足 0 < x < 1 的 实数 编号 ” 吧 。 


为 什么 要 改 成 这 样 呢 ? 这 是 因为 ， 能 给 满足 0 <z<1 的 实数 编号 ， 
给 
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di 
[e] 
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上 图 可 知 , 如 果 我 们 在 x 轴 上 的 0 < x < 1 这 个 范围 内 选 定 一 个 实数 a， 
jy 轴 上 会 出 现 一 个 对 应 的 实数 6。 反 过 来 ， 如 果 我 们 在 y 轴 上 选 定 一 点 5， 
jz 轴 上 会 出 现 一 个 满足 0< xz <1 的 实数 a。 满足 0<z<1 的 实数 跟 所 
实数 之 间 的 这 种 关系 是 一 一 对 应 的 ， 不 会 出 现 遗 漏 ， 也 不 会 重复 。 

因此 ,给 满足 0 < x <1 的 所 有 实数 编号 ， 就 相当 于 给 所 有 实数 编号 。 
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问题 7-1a (问题 7-1 的 另 一 个 说 法 ) 
证 明 由 满足 0 < xz < 1 的 所 有 实数 构成 的 集合 不 是 可 数 集 。 


































































































素 托 尔 的 对 角 论 证 法 。 
在 这 里 我 们 使 用 反 证 法 。 
在 反 证 法 中 ,我 们 要 先 假设 一 个 想 证 明 的 命题 的 否定 形式 
导出 矛盾 。 现 在 我 们 想 证 明 的 命题 是 “由 满足 0<z<1 的 所 有 实数 构成 


的 集合 不 是 可 数 集 *"， 因 此 我 们 可 以 假设 这 样 一 个 该 命题 的 否定 形式 。 

































































































































































































































































反 证 法 中 的 假设 : 由 满足 0 < xz<1 的 所 有 实数 构成 的 集合 是 可 数 集 。 















































我 们 的 目标 是 从 以 上 假设 出 发 ， 也 就 是 通过 
0<z<1l 的 所 有 实数 编号 ”， 推 导出 矛盾 。 

既然 满足 0<z < 1 的 所 有 实数 都 有 编号 ， 那 么 这 个 范围 内 的 所 有 实 
数 就 都 能 用 An 来 表示 。n 是 我 们 编 给 实数 的 编号 。 


我 再 写 得 具体 点 吧 。 比 如 ，A 可 能 是 下 面 这 样 。 










































































































































































































































































Al = 0.01010..- 
A2 = 0.33333... 
A3s = 0.14142... 
A4 = 0.10000.…: 


As =0.31415... 









































7.1 数列 的 数列 ”203 







































































































































































































































































































































































在 这 里 ， 我 们 试 着 把 “以 “0.” 开头 的 数 ” 写 作 一 般 的 形式 。 
An =:0. Qn,l Qn,2 Qn,3 Qn,4 Qn,5 
下 标 有 两 个 字符 ， 看 起 来 挺 费 劲 的 ， 不 过 你 应 该 明白 吧 ? an,1 表示 
的 是 实数 An 的 小 数 点 后 的 第 1 位 数字 。an,z 是 小 数 点 后 第 2 位 数字 ， 
an,3 是 小 数 点 后 第 3 位 …… 六 此 类 推 。 一 般 来 说 ，an,w 表示 的 是 实数 
An 的 小 数 点 后 的 第 天 位 数字 。 
例如 ， 以 A5= 0.31415.… 为 例 ，as,x 就 会 变 成 下 面 这 样 。 
a51 一 3，a52 一 1，a53 一 4，a54 王 1，a55 一 5， 
改写 成 下 面 这 样 会 目 了 然 吧 。 
As = 10. 3 1 4 灿 5 
ll | ll ll 人 
a51 Q5,2 Q5,3 Q5,4 Q5,5 
然而 ， 就 像 及 中 存在 0.1999.… 二 0.2000……. 这样， 这 里 同样 丰 
些 数 存在 两 种 表示 方式 。 为 了 统一 表示 方式 , 我 们 不 把 9 无 限 写 下 去 。 啊 ， 
还 有 ， 因 为 数 满足 0 < xz<1， 所 以 也 要 排除 0.000… 这 种 写法 。 
接 下 来 ,我们 把 au 列 成 一 个 像 下 图 这 样 的 表格 ， 各 行 表示 的 是 An。 
1 2 3 4 5 
Ai= 0. all Q1,2 Q1,3 Q1,4 Q1,5 
A2>= 0. Q2,1 Q2,2 Q2,3 Q2,4 Q2,5 
A3= 0. a3l a3,2 43,3 QQ3,4 43,5 
A4= 0. ad41 ad42 ad43 Q4,4 Q4,5 
As= (0. 051 as2 053 054 055 























足 0<z<1l 的 实数 都 可 以 




















] An 来 表示 。 换 向 话 说 ， 这 个 对 
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格 里 








人 | 
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写 的 就 是 满足 0<x<1 的 所 有 实数 。 我 们 来 看 一 下 这 个 表格 的 对 角 线 。 

















Ai= 0. al Ql1,2 Q1,3 Q1,4 al5 
A2= 0. ao21l1 a22 Q2,3 Q2,4 Q2,5 
A3= 0. a31l Qa3,2 a33 QQ3,4 43,5 
A4= 0. a4l Q4,2 Q4,3 Q44 Q4,5 
As= 0. a51 Q5,2 053 Q5,4 Q5,5 











把 对 角 线 上 的 数列 挑 出 来 ， 排 列 如 下 。 

















Q1,1, Q2,2, Q3,3, Q4,4, (5 


a 























根据 这 个 数列 {an,n}， 可 以 构成 下 面 这 个 数列 {bn}。 


也 














1。 当 ann = 0,2,4,6,8 中 任意 一 个 数字 时 
”| 2 当 ann = 1,3,5,7,9 中 任意 一 个 数字 时 























就 是 说 ， 我 们 可 以 规定 ， 大 an,n 是 偶数 ， 则 bn == 1; 反 过 来 ， 若 


























ann 是 奇数 , 则 如 = 2。 这 样 一 来 , 对 于 所 有 的 自然 数 n, 以 下 式 子 都 成 立 。 























bn Qn,n 





接 下 来 ， 我们 如 下 定义 实数 B。 


B = 0.b1b203b4:…- 






































具体 例子 来 说 会 好 些 吧 。 
首先 ， 从 表格 里 挑 出 位 于 对 角 线 上 的 数字 。 
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1 2 3 45 
Ai= 0 0 10 10 
A2= 0. 33333 
As= 0. 14142 
As= 0. 10 0 00 
As= 0. 3 1415 

数列 {an,n} 如 下 。 
0,3,1,0,5,... 








数列 {bw} 如 下 。 若 an,n 为 偶数 ， 则 令 bn 二 1; 若 ann 为 奇数 ， 则 令 
一 Ze 


1,2,2,1,2,... 








这 样 一 来 ， 我 们 就 得 到 了 实数 B。 








B=0.12212..… 





此 外 , 0<B <1 在 任何 时 候 都 成 立 对 吧 ? 也 就 是 说 ， 刚 刚 那 
“满足 0 < xz < 1 的 所 有 实数 ”的 表格 里 应 该 有 这 个 实数 B! 此 处 很 重要 ! 
我 们 假设 实数 B 在 表格 的 第 m 行 。 那么 ， 以 下 式 子 成 立 。 












































Im 












































Am=B 











格 的 第 mm 行 和 第 mm 列 挑 出 3 


二 三 
六 
训 
训 
[oe 





接 下 来 ,我们 





[9 
外 
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1 2 3 mm 

Al= 0. al al2 Q1,3 Q1,m 

A2= 0. al Qa2,2 a2,3 a2,m 

As= 0. aas1 Q3,2 43,3 a3,m 

B = Am= 0 Qm1l Qm,2 Qm,3 Qm,m 
1 ll 1 ll 
b1 b2 bs bm 























注意 看 这 张 表格 的 第 m 行 和 第 mm 列 的 交汇 处 ， 可 知 以 下 式 子 成 立 。 
Am， 也 就 是 B 的 小 数 点 后 的 第 m 位 数字 来 与 bm 作 比 较 。 




















让 
上 
七 一 


Q7mm;m 一 bm 
































然而 ,如果 我 们 在 此 回忆 一 下 B 是 怎么 来 的 ， 就 会 发 现 : 对 于 所 有 
的 自然 数 n，an,n 关 br 都 成 立 。 这 是 因为 ，bn 是 我 们 以 此 为 条 件 刻意 构 
成 的 。 既 然 对 于 所 有 的 自然 数 n，ann 冯 bw 都 成 立 ， 那么 对 于 某 个 特定 
的 自然 数 mw， 以 下 式 子 也 成 立 。 






































































































































Qm,m 天 bm 











人 
训 
FE 




















上 现 了 矛盾 了 吧 ? 














Qm,m 一 ba ni bm 相 了 矛盾 









































因此 ， 根 据 反 证 法 可 知 ， 由 满足 0 < z < 1 的 所 有 实数 构成 的 集合 不 
是 可 数 集 。 


证 明 完 毕 。 
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解答 7-1a 
采 反 证 法 。 
1. 假设 实数 的 集合 S 三 {Zz10<z<1}) 是 可 数 集 。 


se < 


. 集合 S 的 元 素 都 可 以 像 下 面 这 样 来 









































中 
3 
[e) 











MD 














Am— 0 Cnn 0 nd dR 


3. 如 下 定义 实数 B。 


BE00002007 0 























但 是 ，bn 要 像 下 面 这 样 来 定义 。 


























，。 /1 en. 为 偶数 时 
2 ann 为 奇数 时 











4. 根据 bn 的 定义 可 知 ， 对 于 任意 自然 数 ，an,n 关 bn 都 成 立 。 
5. 因为 实数 B 是 集合 $ 的 元 素 ， 所 以 存在 满足 Am 二 B 的 mo 
6. 此 时 再 看 实数 B 的 小 数 点 后 的 第 m 位 数字 ， 就 会 发 现 am,m = bm 



























































4 条 可 知 ， Qm,m 8 (ia & 
条 与 第 7 条 相 矛 盾 。 
. 根据 反 证 法 ， 合 8 不 是 可 数 集 。 































































































这 里 也 同时 回答 一 下 泰 条 拉 你 拿 来 的 那 张 “快递 ”卡片 上 的 问题 吧 。 
满足 0<xz<1 的 所 有 实数 构成 的 集合 ， 跟 实数 集 展 是 一 一 对 应 
的 关系 。 因 为 由 满足 0<z<1 的 所 有 实数 构成 的 集合 不 是 可 数 集 ， 所 以 
实数 集 民 也 不 是 可 数 集 。 
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解答 7-1 
应 的 关系 。 因 此 根 




















































































































居 解 答 7-1a， 实 数 


这 样 你 就 能 理解 了 吧 ? 



































攻取 





也 不 是 可 数 集 。 








































































































































































































































































































































































































































































































OO GO oO 

“这 样 你 就 能 理解 了 吧 ? ”我 说 道 。 

活力 少女 在 沉思 默 想 。 没 过 多 和 久 ， 她 举 起 了 右手 。 

学 长 ， 我 们 把 这 个 方法 叫 作 对 角 论 证 法 ， 是 因为 我 们 关注 的 是 表格 
的 对 角 线 ， 对 吧 ?” 

“ 没 错 。 不 过 表格 是 无 限 大 的 , 所 以 我 们 并 不 能 看 到 右 下 角 的 对 角 线 。” 

“我 差不多 明白 刚才 是 在 干什么 了 。 不 过 我 想 问 个 问题 。 

“什么 问题 ?” 

“要 是 实数 B 不 在 表格 里 ， 我 们 能 把 它 退 加 到 表格 里 吗 ?” 

“不 行 ， 如 果 B 原本 就 不 在 表格 里 ， 就 会 产生 矛盾 ， 所 以 也 不 能 不 
在 表格 里 。 就 算 我 们 把 它 妃 加 到 了 表格 里 ……: 因为 奶 加 后 得 到 的 是 一 个 
新 的 表格 ， 所 以 如 果 用 这 个 新 的 表格 来 像 上 面 那样 讨论 ， 我 们 就 还 需要 
定义 一 个 新 表格 中 没有 的 实数 C。” 

“ 啊 ! 原来 如 此 。” 

学 长 …… 学 长 你 ， 为 什么 能 一 下 子 就 回答 出 我 的 问题 呢 ? ” 

这 个 嘛 ， 因 为 我 很 了 解 对 角 论 证 法 …… 

是 么 ? ”清脆 的 声音 从 我 们 背后 传 来 。 

“ 呀 ! ” 泰 洒 拉 叫 道 。 
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我 回 过 头 ， 发 现 米 尔 喜 正 站 在 我 们 身后 。 
































7.1.3 挑战 : 给 实数 编号 
“完全 没 感觉 到 你 过 来 了 。 我 说 道 。 
“ 别 说 这 些 没 用 的 ， 刚 刚 你 说 自己 “很 了 解 对 角 论 证 法 ?” 
我 看 着 双手 叉腰 的 米尔 嘉 ， 不 由 得 很 紧张 。 

是 我 说 的 ……” 我 有 点 儿 不 镇 定 。 

村 木 老师 简直 就 是 千里 眼 啊 。” 米尔 嘉 说 。 

“什么 意思 ?” 
“ 师 目 : “如果 他 在 给 泰 采 拉 讲 完 以 后 , 说 自己 很 了 解 对 角 论 证 法 的 话 ， 

就 给 他 看 这 张 卡 片 ”。” 
米尔 嘉 拿 出 一 张 卡片 放 在 桌子 上 ， 迅 速 在 我 右边 坐 下 。 
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问题 7-2 (挑战 : 给 实数 编号 ) 

以 下 关于 “给 实数 编号 ” 的 讨论 是 否 正确 ? 

给 以 “0.” 开头 的 数 编号 。 小 数 点 后 第 1 位 数字 只 有 10 种 情况 2， 
为 此 ,对 于 小 数 点 后 只 有 1 位 数字 的 数 , 我 们 可 以 无 一 遗漏 地 全 都 编 上 号 。 
jf 对 于 小 数 点 后 第 1 位 数字 的 10 种 情况 下 的 每 一 个 数 ， 其 小 数 点 后 第 
位 数字 也 都 只 有 10 种 情况 。 因 此 ， 对 于 小 数 点 后 只 有 2 位 数字 的 数 ， 
人 们 也 可 以 无 一 遗漏 地 全 都 编 上 号 。 重 复 以 上 步 又 ， 不 管 以 “0.” 开 头 的 
煞 的 位 数 增 加 到 多 大 , 我 们 都 可 以 无 一 遗漏 地 为 其 编 上 号 。 因 此 , 由 以 “0.” 
F 头 的 所 有 数 构成 的 集合 是 可 数 集 。 
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“我 不 理解 什么 意思 。” 奈 人 条 拉 探 头 看 着 卡片 。 





























也 即 0~9 这 10 种 情况 。 一 一 译 者 注 
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“如 果 能 用 自然 数 给 某 个 集合 里 所 有 的 元 素 都 编 上 号 ， 该 集合 就 是 可 
数 集 。 米尔 闫 不 紧 不 慢 地 解释 道 “ 根 据 村 木 老 师 给 出 的 这 个 “给 实数 编号 
对， 由 满足 0 < x < 1 的 所 有 实数 构成 的 集合 是 可 数 集 。 但 是 ， 刚 刚 你 


们 应 该 已 经 证 明了 ， 该 集合 不 是 可 数 集 。 






















































































































































































































































































































































































“了 啊 是 这 么 回 事 儿 。 一 一 不对， 这 个 不 正确 !” 

“问题 是 哪里 不 正确 。” 米 尔 嘉 说 道 。 

“这 个 ……” 我 说 ,，“ 在 小 数 点 后 面 每 一 个 数位 上 可 能 出 现 的 数字 是 
0~9 这 10 个 数字 中 的 一 个 。 也 就 是 说 ， 如 果 我 们 不 胡乱 给 实数 编号 ， 
而 是 从 位 数 少 的 开始 依次 编号 , 就 能 都 编 上 号 ?不 不 ,应 该 不 是 这 样 ……” 

我 沉思 。 持 续 增 加 位 数 的话 …… 















































。0.0, 0.1, 0.2, .… , 0.9 (10 个 ) 

。0.00, 0.01, 0.02, .…. , 0.99 (100 个 ) 

。0.000, 0.001, 0.002, ... , 0.999 (1000 个 ) 

。0.000, 0.0001, 0.0002, ... , 0.9999 (10000 个 ) 

“ 咽 。 这 么 排列 的 话 ， 会 不 会 有 遗漏 呢 ……… 每 一 个 数位 上 出 现 的 数 


























肯定 只 有 10 种 情况 。 我 们 可 以 无 限 增加 位 数 ， 因 此 …… 喷 ?” 
“你 的 对 角 论 证 法 是 不 是 错 了 啊 ? 每 一 个 数位 上 出 现 的 数字 是 有 限 的 ， 
所 以 要 是 分 门 别 类 来 编号 的 话 ， 就 能 说 0 < xz < 1 是 可 数 集 了 哦 。” 


米尔 嘉 用 认真 的 语气 说 道 。 可 是 ， 我 却 看 到 她 腿 里 满 是 笑 意 。 她 在 
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“A 米尔 进 学 姐 ， 请 问 ， 我 能 提 个 问题 吗 ? ” 
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“这 个 是 元 问题 9。” 
“ 啊 …… 是 呀 。 我 这 是 个 关于 问题 的 问题 呢 。” 泰 休 拉 人 微笑，“ 采 用 忆 

















Tt 


个 方法 的 话 ，0 也 会 被 编号 。 这 样 一 来 ， 实 数 就 不 在 0 < xz <1 这 个 范 曲 
内 了 。 而且, 像 0.01、0.010 和 0.0100 这 样 的 实数 是 相等 的 ， 但 可 能 会 
被 重复 计数 。 这 就 不 ; 

“ 提 得 好 ， 但 这 不 是 问题 。 如 果 在 意 这 些 ， 就 跳 过 那些 不 在 范 车 
实数 ， 还 有 已 经 编 完 号 的 实数 即 可 。 你 们 之 前 讨论 有 理 数 的 上 时候， 应 该 
也 跳 过 了 相等 的 数 。” 米尔 嘉 回答 道 。 
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“ 啊 ， 这 …… 岂 是 呢 。” 徐 条 拉 说 道 。 
我 混乱 了 。 
这 着 题 ， 肯 和 定 是 能 一 下 子 答 出 来 的 题 。 












































我 原本 以 为 ， 自 己 已 经 把 对 角 论 证 法 这 个 数学 读物 上 常 出 现 的 知识 
理解 得 很 透彻 了 。 可 是 ， 我 却 没 能 找 出 “给 实数 编号 ”中 的 错误 。 

































































































































































ee 关键 在 于 这 里 么 ? 
不 管 位 数 多 大 都 能 编 上 号 话 虽 这 人 么 说 ， 可 是 这 里 的 位 数 不 是 大 
限 的 吗 ? 比如 说 0.333 … 这 个 数 ， 这 是 一 个 无 限 小 数 ， 位 数 会 无 限 增多 。 











































































































































































































而 村 木 老师 的 方法 是 能 给 那些 位 数 有 限 的 小 数 编 上 号 ， 而 不 能 给 无 限 小 
数 编 上 号 ! 

“我 明白 了 。 用 这 个 方法 只 能 给 位 数 有 限 的 小 数 编 号 。” 

“ 没 错 。” 

“ 啊 啊 啊 啊 ! 别 说 出 来 呀 !” 泰 打 拉 喊 道 。 



































问题 上 延伸 出 来 的 问题 ， 比 现 有 





@“ 元 ” 字 出 于 英语 的 Meta， 元 问题 就 是 在 现 有 问题 


讨论 的 程度 更 深 一 些 。 一 一 译 者 注 
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“实数 (或 者 有 理 数 ) 中 包含 无 限 小 数 。 我 说 道 ,“ 当 然 , 在 0<z<1 
这 个 范围 里 也 存在 这 种 小 数 ， 例 如 地 。 



















































































1 
= = 0.3993... 
3 

















或 者 ， 用 圆周 率 z 除 以 10 也 可 得 出 这 种 小 数 。 





























元 
-一 一 0.314159265 …. 
10 


在 村 木 老 师 出 的 “给 实数 编号 ” 这 道 题 里 ， 不 管 小 数 的 位 数 有 多 少 ， 我 1 
都 能 给 它 编 上 号 。 但 是 ， 这 只 限于 位 数 有 限 的 情况 。 当 位 数 无 限时 ， 就 
不 能 用 这 个 方法 了 。 因 为 用 于 编号 的 自然 数 会 变 得 无 限 大 。 而 自然 数 里 
没有 无 限 大 的 数 ， 所 以 我 们 不 能 用 自然 数 给 0.333 … :编号 。 
米尔 嘉 轻 轻 点 头 ， 对 我 的 话 了 予以 回应 。 

























































































































































































































































































解答 7-2 (挑战 : 给 实数 编号 ) 


讨论 不 正确 。 












































我 启 了 老师 的 “挑战 "， 不 由 得 露出 了 笑容 。 
“ 师 日 ……” 黑 发 才女 酷 酪 地 继续 说 道 ,““ 他 要 是 马上 发 现 了 这 个 说 
法 的 破绽 ， 因 而 得 意 忘 形 的 话 ， 你 就 给 他 看 这 张 卡片 的 背面 "。” 
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7.1 数列 的 数列 213 
7.1.4 挑战， 有理 数 和 对 角 论 证 法 
问题 7-3 ( 挑战， 有理数 和 对 角 论 证 法 ) 


用 对 角 论 证 法 证 明 “ 实 数 集 不 是 可 数 集 ” 后 ， 把 其 中 所 有 的 “实数 ” 
换 成 “有 理 数 "。 这 样 一 来 ， 我 们 就 能 证 明 “有 理 数 集 不 是 可 数 集 "。 该 证 





















































































































































































































































“ 唔 ……” 我 集中 精神 想 着 。 
“这 …… 是 什么 问题 啊 ? ” 泰 杂 拉 问 道 。 
“把 刚刚 用 对 角 论证 法 进行 的 证 明 里 的 ……” 米尔 嘉 开口 回答 ，”' 实 










































































数 ' 一 词 统统 代 换 为 有理数 '。 也 就 是 说 ,假设 An 表示 有 理 数 ， 列 
个 An 的 表格 ,表格 里 写 有 在 0 < x <1 这 个 范围 内 的 全 部 有 理 数 。 然 后 
挑 出 对 角 线 上 的 数字 ， 构 成 一 个 不 存在 于 表格 中 的 有 理 数 B。 这 样 一 来 ， 
就 证 明了 “有 理 数 集 不 是 可 数 集 *。 然 而 ， 检 
到 底 是 哪儿 出 错 了 呢 这 道 题 就 是 这 个 意思 。 
米尔 嘉 目光 中 带 着 几 分 顽皮 ， 开 心地 解说 道 。 
\ 不 ， 现 在 不 是 盯 着 人 家 女生 的 脸 看 的 时 候 。…… 确实 ， 这 样 一 来 
就 证 明了 有 理 数 集 不 是 可 数 > F 

“ 泰 末 拉 ， 你 能 答 吗 ? ”米尔 嘉 间 道 。 

“不 ， 我 不 会 。 泰 末 拉 摇 摇 头 ,“ 我 只 知道 ,学 长 的 对 角 论 证 法 里 ， 
某 个 地 方 对 于 “实数 成立， 而 对 于 “有 理 数 ' 不 成 立 …… . 

“这 说 法 有 前 途 。” 米 尔 嘉 点 点 头 。 

“原来 如 此 …… 应 该 找 出 实数 跟 有 理 数 本 质 上 的 差异 啊 。 

实数 跟 有 理 数 的 差异 是 什么 呢 ? 实数 的 一 部 分 是 有 理 数 ， 有 理 数 可 
以 用 分 数 来 表示 。 不 过 , 现在 是 用 小 数 来 表示 的 。 用 小 数 来 表示 的 话 …… 
啊 ! 
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攻 应 该 是 可 数 集 。 那 么 ， 
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“我 明白 了 。” 

“ 真 的 ?” 

虽 。 在 对 角 论 证 法 的 末尾 部 分 , 我 们 斜 着 选 了 一 个 an,n, 对 吧 ? 然而 ， 
我 们 并 不 能 保证 由 此 构成 的 也 ' 会 是 有 理 数 " 。 用 小 数 来 表示 有 理 数 的 话 ， 
数 的 规律 就 会 陷 和 循环， 也 就 是 循环 小 数 。 例 如 ， 志 就 是 像 0.333.… 这 
样 循环 3， 就 是 像 0.142857142857142857.… 这 样 循环 142857。 我 
到 是 想 说 “ 数 B 应 该 会 出 现在 表格 里 ， 然 而 无 法 保证 “根据 有 理 数 表格 
构成 的 数 B 会 是 循环 小 数 " 。 也 就 是 说 ， 数 B 不 一 定 会 是 有 理 数 。 因 此 ， 
村 木 老 师 的 卡片 上 写 的 那 种 把 实数 代 换 成 有 理 数 的 证 明 并 不 正确 。” 

“很 好 。 米尔 嘉 点 头 。 

解答 7-3 (挑战 ， 有理 数 和 对 角 论 证 法 ) 

因为 构成 的 数 B 不 一 定 是 有 理 数 ， 所 以 不 能 使 用 对 角 论 证 法 。 

“这 样 啊 ……" 我 自 言 自 语 般 说 道 ,“ 重 要 的 是 ， 就 算是 像 对 角 论 记 
法 这 种 著名 的 论证 方法 ， 也 需要 好 好 确认 自己 是 否 已 经 完全 理解 了 它 的 
含义 啊 。 看 来 , “我 听 说 过 ”我 在 书 上 看 到 过 ” 跟 “我 已 经 完全 理解 了 ” 
相 比 ， 差 距 还 是 相当 大 的 呀 。 

“学 长 也 是 这 样 想 呀 。” 泰 条 拉 回应 道 ,“ 那 个 …… 我 说 一 下 别 的 哈 。 
刚刚 的 证 明 里 出 现 了 反 证 法 吧 ?” 

“ 嗯 ， 是 响 。” 我 答 道 。 

“ 反 证 法 里 的 “矛盾 '……” 泰 打 拉 继续 说 道 ,“ 一 说 到 矛盾 ， 我 就 有 
一 种 特别 混乱 ， 理 不 清 思 路 的 感觉 。 但 是 ， 我 现在 觉得 ,矛盾 或 许 是 
个 步 又 ， 这 个 步 又 包含 于 一 种 更 纯粹 的 思路 之 中 。 矛 盾 只 不 过 是 一 个 数 








“否定 也 是 如 此 。 米尔 莫 ; 
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“ 啊 ， 是 呢 ! 平常 我 们 用 “和 否定” 这 个 词 ， 就 很 有 负面 、 消 极 的 感觉 ， 
而 在 数学 里 就 完全 没有 这 种 感情 色彩 ， 可 以 毫 无 顾忌 地 和 否定。 

“根据 辞典 里 的 含义 来 看 , “和 否定” 可 能 也 是 一 个 很 容易 令 人 误解 的 
术语 呢 。” 我 说 道 。 

ee 话 虽 这 么 说 ， 数 学 家 还 是 很 了 不 起 的 。” 泰 条 拉 说 道 ,“ 皮 亚 诺 
的 公理 、 戴 德 金 的 无 限定 义 ， 还 有 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 e-5 语言 、 康 托 尔 的 
对 角 论证 法 …… 数学 家 把 线索 留 给 了 我 们 ， 让 我 们 去 发 现 这 些 既 不 可 思 
议 又 美丽 有 趣 的 事物 。 他 们 简直 就 像 弄 丢 了 玻璃 鞋 的 白雪 公主 。” 

“确实 …… 不 过 那 可 不 是 白雪 公主 ， 是 灰 姑 娘 。 我 说 道 。 

“哎呀 ! 是 啊 ! ” 泰 末 拉 红 了 脸 。 
7.2 ”形式 系统 的 形式 系统 
7.2.1 相 容 性 和 完备 性 

卡片 的 问题 告 一 段落 ， 我 们 稍稍 区 了 一 会 。 

米尔 嘉 用 双手 在 胸 前 比划 着 一 个 小 小 的 鸟 笼 ， 若 有 所 思 。 她 的 手指 
也 是 弹 钢 琴 的 手指 ， 不 过 跟 盔 鳃 的 还 不 一 样 。 她 的 手指 纤长 ， 形 状 秀美 。 

“来 聊 聊 算术 的 形式 系统 吧 。” 她 突然 来 了 这 么 一 句 。 

“ 啊 ， 就 是 之 前 那个 “ 装 作 不 知道 的 游戏 ” 吧 。” 泰 条 拉 说 道 。 

“ 略 有 不 同 。” 米尔 嘉 回答 道 ,“ 之 前 是 “命题 逻辑 的 形式 系统 ` ， 这 次 
是 “算术 的 形式 系统 ”。” 

“形式 系统 有 这 么 多 种 吗 ? ” 

“有 无 数 种 ， 这 要 看 定义 。” 

此 我 哦 和 二 岳 汪 二 和 和 

“你 会 这 么 间 ， 就 是 说 你 已 经 忘记 了 形式 系统 吧 ?” 
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这 这 个 ， 叫 ， 对 不 起 。 泰 洲 拉 答 道 。 
6 喇 …… 有 入 3 我 们 > 简 = 明寺 遍 攻 式 系统 吧 。” 并 米 条 进 说 道 ， 区 
式 系统 中 定义 了 “逻辑 公式 " 。 逻 辑 公式 只 是 符号 的 有 限 序列 我 们 先 
































不 考虑 这 名 话 的 含义 。 然 后 , 选 出 几 个 被 称 为 “公理 ' 的 逻辑 公式 。 另 外 ， 
为 了 由 逻辑 公式 推导 出 逻辑 公式 ， 还 要 准备 “推理 规则 '。 
她 拿 起 我 的 笔记 本 和 自动 铅笔 写 下 了 “ 钦 辑 公式 " 以 及 “公理 和 扒 















































































































































































































































“从 公理 开始 ， 用 推理 规则 推导 出 逻辑 公式 ， 然 后 把 逻辑 公式 加 以 排 
列 ， 就 能 得 到 逻辑 公式 的 有 限 序 列 。 这 种 逻辑 公式 的 有 限 序列 就 叫 作 “证 
明 ”。 在 证 明 的 结尾 处 出 现 的 逻辑 公式 叫 作 “定理 ”。” 

米尔 嘉 又 在 笔记 本 上 写 下 了 “证 明和 定理 ”。 

“ 嗜 ， 泰 末 拉 ， 你 想起 来 了 没 ?” 


“es 我 想起 来 了 。 形 式 系统 中 的 证 明 指 的 不 是 数学 意义 上 的 证 明 ， 
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而 是 作为 逻辑 公式 的 有 限 序列 来 定义 的 “形式 证 明 ' 。 学 姐 之 前 还 列 了 五 
个 逻辑 公式 来 当 (A) 一 (A) 这 个 逻辑 公式 的 形式 证 明 呢 …… 我 给 忘 控 了 ， 
对 不 起 。” 

“用 什么 样 的 符号 序列 来 当 逻 辑 公式 ， 用 什么 样 的 逻辑 公式 来 当 公 于 
























































上 ， 










































































准备 什么 样 的 推理 规则 ……” 这 时 米尔 嘉 将 双 臂 大 大 伸展 开 来 ,“ 我 们 可 
以 根据 这 些 条 件 来 构建 各 种 各 样 的 形式 系统 。 我 前 一 阵 提 到 过 的 命题 逻 
于 


元 起 来 很 有 趣 , 但 是 表现 力 却 很 低 。” 























































































































全 的 形式 系统 算是 其 中 比较 简单 的 。 























“4 











现 力 ? ”我 不 解 。 
“比方 说 ，(A) 一 (A) 这 个 式 子 可 以 用 命题 逻辑 的 形式 系统 来 写 。 然 
而 ， 下 面 这 个 式 子 就 不 行 。 
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我 跟 泰 杀 拉 望 着 米尔 嘉 写 的 式 子 ， 看 了 好 一 会 儿 。 
“米尔 嘉 学 姐 ， 这 个 式 子 的 意思 是 ?” 泰 打 拉 问 道 。 
“我 明白 了 。?” 我 说 道 ,“ 它 的 意思 是 “17 是 质数 。 你 看 ， 它 强调 的 是 ， 
不 管 把 哪 两 个 数 代 入 m 跟 n 里 ， 乘 积 都 不 等 于 17。” 
“m <17 和 mn <17 的 部 分 呢 ?” 泰 条 拉 问 道 。 
“如 果 没 有 这 部 分 ， 就 能 写成 1 x 17 的 乘积 形式 了 。” 我 回答 道 。 
“ 啊 确实 。 我 把 质数 的 定义 给 忘 了 !” 
“你 们 还 真是 喜欢 思考 含义 啊 。” 米 尔 嘉 冷 冷 地 说 道 。 
“ 啊 ! ”对 了 ! 不 该 思考 含义 的 。 
“可 是 ……” 泰 条 拉 说 道 ,“ 米 尔 嘉 学 姐 在 写 这 个 人 逻辑 公式 的 时 候 ， 是 
想 让 我 们 以 为 “17 是 质数 ” 的 吧 。 从 形式 系统 的 角度 来 说 ， 可 能 确实 不 应 
该 考虑 含义 。 但 是 ， 要 是 进行 正确 的 解释 ， 这 个 式 子 不 也 是 为 真 …… 吗 ?” 
“我 想 说 的 就 是 这 个 。” 米 尔 嘉 说 道 ,“ 我 们 需要 注意 泰 条 拉 刚 才 所 说 
的 “正确 的 解释 '"。 对 解释 进行 思考 是 归 在 数理 逻辑 里 的 模型 论 这 个 范 晓 
里 的 。 确 实 ， 一 旦 我 们 定义 了 解释 ， 也 就 给 形式 系统 赋予 了 含义 。 但 是 ， 
正确 的 解释 不 单单 只 有 一 个 。 对 于 一 个 形式 系统 , 我 们 可 以 想到 很 多 解释 。 
解释 不 同 ， 形 式 系统 的 含义 也 会 发 生变 化 。 然 而 ， 还 是 存在 常用 的 标准 
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“比如 说 ,你们 刚刚 将 m 跟 nn 默认 为 自然 数 ,把 m 跟 n 认定 成 自然 数 ， 
把 “x” 认定 成 自然 数 的 乘积 ,把 “ 关 " 解释 成 表示 不 相等 的 符号 。 的 确 ， 
这 么 解释 的 话 ， 那 个 式 子 表示 的 就 是 ‘17 是 质数 这 个 命题 。 但 是 ， 如 
果 m 和 n 是 实数 呢 ? 这 样 一 来 ,那个 式 子 表 示 的 意思 就 不 是 “17 是 质数 
了 。 所 以 ， 要 给 形式 系统 赋予 含义 时 ， 我 们 需要 切实 定义 解释 。” 

“原来 如 此 ……” 我 跟 泰 洒 拉 一 起 点 头 。 

“不 过 ， 实 际 上 和 泰 条 拉 说 的 没 错 ， 我 就 是 想 让 你 们 以 为 这 个 式 子 表示 
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的 是 "17 是 质数 ”……… ”米尔 喜 俏 皮 地 挤 了 挤 眼 说 道 ,“ 我 们 回 到 正题 。 
在 命题 逻辑 的 形式 系统 中 ， 以 下 逻辑 公式 是 写 不 出 来 的 。 
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这 是 因为 ,命题 逻辑 的 形式 系统 里 缺少 以 下 内 容 。 

































































“ 没有 x 这 样 用 于 计算 自然 数 的 符号 。 
* 没有 < 和 关 这 样 用 于 表示 自然 数 间 关 系 的 符号 。 
。 没 有 17 这 样 用 于 表示 自然 数 的 常数 。 
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这 样 用 于 表示 




















































































































如 果 想 要 从 形式 上 表示 算术 这 种 在 自然 数 的 基础 上 进行 加 法 或 乘法 运算 




































































































































































的 简单 的 数学 ， 就 需要 把 上 面 这 些 缺 少 的 部 分 补 上 。” 

“把 缺少 的 部 分 补 上 ……… 指 的 是 什么 呢 ?” 

“导入 缺少 的 符号 、 变 量 、 常 数 等 ， 定 义 公 理 和 推理 规则 。 

“这 个 ……” 泰 条 拉 一 脸 快 要 器 出 来 的 样子 ,“ 可 是 ， 要 是 能 这 么 随 
便 干 的 话 ， 感 觉 就 收 不 了 场 了 …… 不 管 是 谁 都 能 随便 创造 数学 ， 这 样 就 
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会 出 现 一 波 又 一 波 乱七八糟 的 数学 …… 和 
“并 非 如 此 。" 米尔 嘉 说 道 ,“ 虽 然 谁 都 能 创造 形式 系统 ， 但 并 不 会 收 
不 了 场 。 这 一 点 跟 谁 都 能 创造 音乐 ， 但 优美 的 音乐 并 不 多 很 像 。 因 为 还 
有 些 重要 性 质 是 形式 系统 应 该 满足 的 。 
“形式 系统 的 …… 性 质 ?” 泰 傈 拉 上 是 了 几 下 上 
“例如 相 容 性 了。 形式 系统 需要 相 容 。 

“ 相 容 性 ……… 也 就 是 说 ， 跟 矛盾 有 关 ?” 
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Q@ 又 称 无 矛盾 性 、 协 调 性 或 者 一 致 性 ， 指 的 是 逻辑 上 的 一 致 ， 就 是 在 一 个 逻辑 体系 下 
永远 不 可 能 同时 推理 出 一 个 命题 P 和 其 否 命题 非 P 同 时 成 立 。 一 一 编者 注 
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“当然 ”米尔 嘉 说 道 ,“ 形 式 系统 存在 “矛盾 ' 指 的 是 对 于 某 个 罗 辑 公 
式 A， 我 们 能 够 证 明 A 和 -~A( 非 A) 两 者 者 成立 。 也 就 是 说 ， 如 果 存在 多 
和 公式 A， 满 足 A 和 ~A 都 有 形式 证 明 ， 那 么 这 个 形式 系统 就 存在 矛盾 。” 
， 存 在 矛盾 的 形式 系统 
| 对 于 形式 系统 中 的 某 个 逻辑 公式 A， 
能够 证 明 A 和 -A 两 者 在 该 形式 系统 中 都 成 立时 ， 

我 们 就 说 ， 这 个 形式 系统 存在 矛盾 。 | 

“那个 …… 米尔 嘉 ," 我 播 了 名 嘴 ,“ 就 是 说 ， 我 们 能 从 公理 出 发 ， 沿 

推理 规则 一 路 摸索 到 达 A 和 -A?” 

“你 理解 得 很 对 。 米尔 喜 回 答 道 “ 在 形式 系统 包含 的 大 量 逻 辑 公式 里 ， 
哪怕 存在 一 个 能 证 明 A 和 -A 两 者 都 成 立 的 逻辑 公式 A， 我 们 就 说 这 个 
y 式 系统 “存在 矛盾 " 。 相 应 地 ， 如 果 完全 不 存在 这 样 的 逻辑 公式 A， 我 
站 就 说 这 个 形式 系统 “ 相 容 ”。” 




















相 容 的 形式 系统 















































































































































| 对 于 形式 系统 中 的 任意 逻辑 公式 A， 
| ”无 法 证 明 A 和 -A 两 者 在 该 形式 系统 中 都 成 立时 ， 
我 们 就 说 ， 这 个 形式 系统 相 容 。 
“原来 如 此 。” 我 很。 形式 系统 中 连 矛 盾 这 个 概念 都 不 用 真 假 
通过 能 不 能 证 明 来 定义 矛盾 …… 原来 如 此 。 
泰 条 拉 想 了 一 会 儿 ， 突 然 大 声 说 道 ， 
“ 相 容 的 话 ， 我 们 就 能 证 明 A 和 -A 有 一 方 肯定 成 立 吧 !1” 









































































































































“这 可 说 错 了 。 ”米尔 嘉 立马 否定 了 泰 打 拉 的 i 





























来 定义 啊 。 
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“ 府 ? 族 族 族 府 ?” 
和 无 法 证 明 A 和 =-A 两 者 都 成 立 ” 这 个 性 质 即 相 容 性 。 泰 条 拉 ， 你 
好 好 想 想 下 面 这 两 种 说 法 之 间 的 差别 。” 































































































。 无 法 证 明 A 和 -A 两 者 都 成 立 。 
。 能 证 明 A 和 一 A 有 一 方 肯定 成 立 。 
























































“不 …… 不 对 吗 ?” 泰 打 拉 双手 放 在 头 上 思考 着 。 

“你 忘 了 “两 者 都 无 法 成 立 的 情况 。” 米尔 嘉 说 道 。 

“ 啊 ! 译 ? A 和 -A 两 者 都 不 成 立 ?” 

“对 ， 虽 然 形 式 系 统 相 容 ， 但 不 一 定 就 能 证 明 A 和 -A 有 一 方 肯 定 
成 立 ， 也 存在 相 容 且 A 和 -A 两 者 都 无 法 成 立 的 情况 。 然 而 ， 在 包含 自 
由 变量 的 逻辑 公式 中 也 有 很 多 无 法 证 明 的 东西 。 现 在 我 们 关注 的 不 是 
一 般 意 义 上 的 逻辑 公式 的 可 证 明 性 ,而 是 不 包含 自由 变量 的 逻辑 公式 一 一 
人 们 将 其 称 为 语句 一 一 的 可 证 明 性 。” 
变量 …… b 是 什么 ?” 泰 条 拉 问 道 。 
“自由 变量 指 的 是 不 受 v 或 3 束缚 的 变量 。 例如， 在 下 面 的 逻辑 公式 
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1 中， 出 现 了 三 次 z，z 就 是 自由 变量 。 因 为 逻辑 公式 1 包含 自由 变量 ， 
所 以 它 不 是 语句 。” 
Vm Vn (m<zAn<o) mxnz#d 逻辑 公式 1: 不 是 语句 


























“而 下 面 这 个 逻辑 公式 2 不 包含 自由 变量 ， 所 以 它 是 语句 。” 


at 












































Vi Vn mm<17An<17) 一 mxmn 关 17| 滥 辑 公式 2， 是 语句 














bh 称 自由 变 元 。 一 一 译 者 注 
子 ( Sentence )、 闭 公式 (Closed Formula )。 一 一 译 者 注 
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6 TH 因 77 
咽 央 二 证 二 这 人 


“话说 ， 米 尔 嘉 ,” 我 插嘴 道 ,“ 如 果 换 成 算术 的 形式 系统 ， 这 个 逻辑 
公式 1 表示 的 就 是 ‘x 是 质数 ” 这 个 谓词 ， 逻 辑 公式 2 表示 的 就 是 “17 是 
质数 ”这 个 命题 吧 ?” 

“ 嗯 ， 你 这 么 想 也 行 。” 米 尔 嘉 点 头 ,“ 总 之 ,语句 指 的 是 不 包含 
变量 的 逻辑 公式 。 好 了 , 我 们 回 到 正题 吧 。 假 设 对 于 形式 系统 中 的 语句 A， 
A 和 =-A 两 者 都 无 法 证 明 。 此 时 ，A 就 叫 作 不 可 判定 的 语句 。 还 有 ， 我 
们 称 拥有 不 可 判定 的 语句 的 形式 系统 不 完备 , 称 非 不 完备 的 形式 系统 完备 。” 
我 看 着 米尔 嘉 ， 不 由 得 提高 了 说 话 声 。 

“不 完备 ? 难道 是 哥 德 尔 的 那个 ……: ” 

“对 ， 就 是 不 完备 定理 的 那个 “不 完备 " 。” 米尔 嘉 说 道 。 
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不 完备 的 形式 系统 
对 于 形式 系统 中 的 某 个 语句 A， 
A 和 一 A 两 者 在 该 形式 系统 中 都 无 法 证 明成 立时 ， 
我 们 就 说 ， 这 个 形式 系统 不 完备 。 


































































































完备 的 形式 系统 
对 于 形式 系统 中 的 任意 语句 A， 
能 够 证 明 A 和 -A 至 少 有 一 方 在 该 形式 系统 中 成 立时 ， 


我 们 就 说 ， 这 个 形式 系统 完备 。 














































































































“我 们 假设 A 是 任意 一 个 语句 。 泰 打 拉 刚才 说 的 “能 证 明 A 和 -A 
有 一 方 肯定 成 立 ' 的 性 质 ， 也 就 是 形式 系统 “ 相 容 且 完备 * 的 性 质 。 这 性 
质 非常 钞 。 相 容 且 完备 一 数学 家 希 尔 伯 特 在 形式 系统 上 追求 的 正 是 这 
个 性 质 。 不 过 ……” 
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随后 ， 米 尔 嘉 停顿 了 一 下 说 道 : 


“入 


如 德尔 不 完备 定理 粉碎 了 这 个 性 质 。 







































































相 .完备 的 形式 系统 相 容 但 不 完备 的 形式 系统 


容量 
9 人 @ 












































©) 
\W 。 推理 规则 
O 〇 


除 定理 外 的 语句 





A 和 一 A 的 组 合 


7.2.2 哥 德 尔 不 完备 定理 
“可 德尔 不 完备 定理 是 什么 ?” 泰 打 拉 问 道 。 
“关于 形式 系统 的 定理 。” 米 尔 嘉 答 道 “ 哥 德 尔 不 完备 定理 包括 两 条 定理 


分 别 是 第 一 不 完备 定理 和 第 二 不 完备 定理 。 第 一 不 完备 定理 的 内 容 如 下 。” 
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“我 们 还 可 以 用 “不 完备 ' 的 定义 来 换 一 种 说 法 。” 



























































在 满足 某 个 条 件 的 形式 系统 中 ， 存 在 满足 以 下 两 个 条 件 的 语句 A。 





























“无 法 证 明 A 成 立 。 : 
要 法 证 明 一 人 A 成 立 。 | 

































































“刚刚 这 个 “无 法 证 明 " 说 得 比较 简单 ， 不 过 其 含义 显然 就 是 “不 存 
在 形式 证 明 ” 。 在 理解 不 完备 定理 时 ， 必 须 意识 到 “数学 上 的 证 明 ” 和 “ 形 

















































































































式 证 明 ” 这 两 者 的 差别 。' 无 法 证 明 ” 体现 为 “不 存在 形式 证 明 ’ 。 我 们 再 

































































































































































在 满足 某 个 条 件 的 形式 系统 中 ， 存 在 满足 以 下 两 个 条 件 的 语句 A。 












































, 该 式 系 统 1 不 存在 A 的 式 证 明 。 
Wf 该 式 系 统 不 石 4 'A 的 式 证 明 。 





















































































































































备 
有 有。 第 二 不 完备 定理 是 关于 相 容 性 的 定理 。 不 过 , 现在 就 讲 它 的 话 ， 
尔 会 消化 不 了 的 。 我 们 就 留 到 下 次 再 讲 吧 。” 米 尔 囊 说 道 。 
“ 嗯 ， 很 可 能 。 我 已 经 快 消化 不 了 了 ……” 
“ 先 不 说 这 个 ， 我 们 来 谈 谈 哥 德尔 当时 证 明 第 一 不 完备 定理 时 用 的 技 





































































































































































































巧 吧 。 这 是 一 场 往返 于 两 个 世界 的 旅行 。” 
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7.2.3 算术 

米尔 嘉 缓 缓 地 来 回 看 着 我 跟 泰 琳 拉 。 

“人 们 把 进行 自然 数 的 加 法 、 乘 法 等 运算 的 系统 叫 作 “算术 。 如 果 
能 构建 这 个 形式 系统 ， 也 就 是 “算术 的 形式 系统 ， 就 能 在 形式 上 定义 自 
然 数 的 加 法 、 乘 法 等 运算 。 而 且 ， 顺 利 的 话 ， 或 许 还 能 用 “算术 的 形式 




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































系统 中 的 语句 来 表示 “2 是 质数 ”5 的 17 次 方 等 于 762939453125"， 
“算术 的 命题 。 那 么 

米尔 嘉 足 足 停 了 好 一 会 儿 才 开口 ， 看 上 去 似乎 很 乐 在 其 中 。 

“我 们 再 试 着 好 好 思考 一 下 形式 系统 这 东西 。 形 式 系统 中 最 根本 的 是 
符号 。 如 果 是 命题 逻辑 的 形式 系统 ， 就 是 用 [-j、( (jj、(Aj 和 [) 这 些 符 
号 排列 构成 逻辑 公式 。 如 果 是 算术 的 形式 系统 ， 则 是 用 [二]、((]、(z]、 
(<)、 (四 和 ) 等 符号 排列 构成 逻辑 公式 。 话 说 回来 ， 这 些 符号 不 一 定 非 
得 写成 这 样 。 符 号 这 东西 ,只 要 互相 能 够 区 别 开 来 ,用 什么 都 无 所 谓 …… 
是 吧 ?” 

她 突然 上 扬 了 句 尾 的 语调 问 道 。 我 们 不 置 可 否 地 点 点 头 。 

米尔 嘉 到底 要 把 我 们 带 向 何方 呢 ? 

她 继续 讲 道 : 

a 忆 此 ， 我 们 拿 自然 数 来 当 用 于 构建 算术 的 形式 系统 的 符号 
举 个 例子 ， 我 们 就 拿 3 蔡 代 [一 ], 拿 5 鞭 代 ((], 拿 17 蔡 代 [zj],， 拿 7 幸 
代 [<]， 拿 19 蔡 代 {g， 拿 9 兰 代 [ ) ]。” 

“为 …… 为 什么 [一 ] 就 是 3 了 呢 ?” 泰 打 拉 有 些 焦虑 。 

“只 是 举例 子 而 已 。 现 在 只 是 随便 分 配 一 下 。” 米尔 喜 微 笑 着 回应 道 。 

“为 什么 要 拿 自然 数 当 符号 来 用 ? ”我 问 道 。 

“因为 自然 数 能 用 算术 来 处 理 。 

“能 用 算术 来 处 理 ?” 









































7.2 





As 
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“你 们 知道 我 打 
我 们 使 劲 摇头 。 


什么 吗 ?” 






































眼镜 [e3 























是 吧 ? 











形式 系统 


台所 
甩 故 
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区 式 系统 的 
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想到 用 


区 式 系 绪 
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LC 





6 I 9 





























来 处 理 








异 省 











系统 

尔 之 后 的 时 代 。 
米尔 嘉 的 话 让 我 哑 
到 司 什么 好 

必 打 拉 在 我 身 旁 抱 着 


马 鸣 鸣 吗 ， 好 难 





j 然 就 想到 ， 




























































































7.2.4 形式 系统 的 形式 系统 
米尔 嘉 趁 着 兴 头 继续 “ 上课”。 























下 面 来 说 访 
我 们 分 别 用 自然 数 3、5、17、7、 


(<)、 (四 、 DD]。 注意 ,这 里 只 是 举 个 例子 而 已 。 
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19、9 来 表示 和 名 








能 是 因为 我 们 号 处 了 








“形式 
『 哥 德 
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因为 逻辑 公式 [一][( jz](<j( 引 (可 以 看 作 符号 的 序列 ， 所 以 我 们 
也 可 以 用 自然 数 的 序列 (3, 5, 17, 7, 19, 9 ) 表示 逻辑 公式 。 

而 且 ， 用 质数 指数 记 数 法 还 能 把 “自然 数 的 序列 ”统合 成 “一 个 自然 
数 "。 例 如 ， 假 设 有 个 像 下 面 这 样 的 自然 数 的 序列 。 


























































































































这 术 









































四 四 回回 的 由 
































当 我 们 想 把 这 个 自然 数 的 序列 统合 成 一 个 自然 数 时 ， 就 需要 另外 准 
备 一 个 把 质数 从 小 到 大 排列 的 序列 ( 2, 3, 5,7, 11, 13, .…)。 然 后 ， 把 刚 
刚 的 自然 数 的 序列 全), [ 〇 ,四 ], 辐 , (的 , 站 ] 一 个 个 挪 到 质数 的 指数 位 
上 去 ， 并 取 整 体 的 乘积 。 这 样 一 来 ， 我 们 就 能 像 下 面 这 样 构建 出 一 个 很 
大 的 自然 数 。 
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20) x 30 x 5 x 7 x 1 x 130) 


=2 x x5! x7 x11? x 1 





= 8 x 243 x 762939453125 x 823543 x 61159090448414546291 x 10604499373 
= 792179871410815710171884926990984804119873046875000 
































如 此 ， 我 们 就 能 根据 所 有 的 逻辑 公式 来 构建 “单独 的 编号 ”了 。 这 上 
说 的 “单独 的 编号 ”就 叫 作 哥 德 尔 数 。 
拿 刚 刚 的 例子 来 讲 的 话 ,， [下 LOUzj&jJU DJ 这 个 逻辑 公式 的 哥 德 尔 


数 就 是 792179871410815710171884926990984804119873046875000。 
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跟 逻 辑 公式 一 样 ， 形 式 证 明 也 能 定义 哥 德 尔 数 。 形 式 证 明 是 “逻辑 
公式 的 有 限 序列 ”。 因 为 用 “自然 数 的 有 限 序列 ” 能 表示 远 辑 公式 ， 
3““ 自 然 数 的 有 限 序列 " 的 有 限 序 列 ” 就 能 表示 形式 证 明 。 把 上 面 那 种 
将 自然 数 的 有 限 序列 统合 成 一 个 自然 数 的 方法 连续 用 两 次 ， 就 能 像 下 鱼 
这 样 转 换 。 因 此 ， 形 式 证 明 也 能 用 “一 个 自然 数 ” 来 表示 。 
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“自然 数 的 有 限 序列 ”的 有 限 序 列 一 自然 数 的 有 限 序列 一 自然 数 


















































我 们 用 质数 的 乘 和 如 























只 这 种 算术 上 的 计算 ,根据 逻辑 公式 得 出 了 名 为 哥 
反 过 来 ， 用 质 因数 分 解 (这 也 是 算术 上 的 计算 ) 应 
岂 能 根据 可 德尔 数 得 出 逻辑 公式 。 不 过 ， 我 们 需要 验证 一 下 ,看 看 使 
] 质 因数 分 解 得 到 的 自然 数 的 有 限 序列 是 不 是 符合 逻辑 公式 的 形式 。 这 
就 相当 了 谓词 ， 也 就 是 “逻辑 公式 测定 仪 ”。 例 如 ， 如 果 我 们 把 
792179871410815710171884926990984804119873046875000 给 逻辑 公 
式 测定 仪 ， 那 么 判断 结果 会 为 真 。 这 是 因为 ,这 个 大 数 是 [一 ]((](z](<] 
(Yj j 这 个 逻辑 公式 的 哥 德 尔 数 。 罗 辑 公式 是 符号 的 有 限 序列 。 也 就 是 说 ， 
逻辑 公式 可 以 表示 为 自然 数 的 有 限 序列 。 只 要 恰当 地 定义 逻辑 公式 ， 实 
际 上 就 能 根据 算术 上 的 计算 来 构建 逻辑 公式 测定 仪 。 

除了 “逻辑 公式 测定 仪 "， 我 们 还 可 以 构建 一 些 其 他 的 有 意思 的 请 词 ， 
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例如 下 面 这 两 个 。 
公理 测定 仪 


该 谓词 用 于 判断 给 出 的 自然 数 是 否 为 公理 的 哥 德 尔 数 。 


证 明 测定 仪 
该 谓词 用 于 判断 给 出 两 个 自然 数 TY、Yy 时 ， 
。2Z 是 否 为 形式 证 明 A 的 哥 德 尔 数 
。Y 是 否 为 某 语 名 B 的 哥 德 尔 数 
以 及 A 是 否 为 B 的 形式 证 明 。 




















由 








有 实 上 ， 在 可 德尔 不 完备 定理 的 证 明 中 ， 这 些 “ 测 定 仪 ”会 详细 提 及 。 
这 可 是 “ 压 卷 之 作 ” 呀 。 而 且 ， 哥 德尔 的 证 明 里 甚至 还 出 现 了 以 下 内 容 。 
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可 证 明 性 测定 仪 
该 谓词 用 于 判断 给 出 的 自然 数 是 否 能 成 为 某 个 语句 的 哥 德 尔 数 ， 
以 及 是 否 存 在 针对 该 语句 的 形式 证 明 。 





























eF 














不 过 , 判断 可 证 明 性 这 回 事 儿 跟 判断 逻辑 公式 、 人 公理、 语句、 证 明 相 比 ， 
本 和 号 性 质 就 不 一 样 ,，“ 测 定 仪 ”的 说 法 不 是 很 恰当 。 
Bb 么 ， 我 们 现在 忙 的 是 什么 呢 ? 
没 错 。 我 们 正在 通过 构建 “ 逮 
来 实现 用 “算术 ”表示 “形式 系统 ”。 
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A 


和 公式 测定 仪 ” 和 “证 明 测 定 仪 ” 等 ， 
































-Att 












































用 “算术 ”表示 “形式 系统 ”。 











话说 回来 , 我 们 一 开始 就 提 到 过 构建 “算术 的 形式 系统 ”"。 这 指 的 就 是 ， 

























































































巴 “ 算 术 ” 通 过 “形式 系统 ”来 从 形式 上 表示 出 来 。 

















用 “形式 系统 ”表示 “算术 ”。 














把 上 述 两 项 组 合 在 一 起 ， 就 能 想到 如 下 内 容 。 








用 “算术 ”表示 “形式 系统 ”， 再 用 “形式 系统 ”表示 这 里 的 “算术 ”。 




















这 就 是 “形式 系统 的 形式 系统 ”。 




















形式 系统 
(逻辑 公式 、 证 明 …… ) 

! 

算术 
| 

(逻辑 公式 测定 仪 、 证 明 测定 仪 …… ) 

| 

形式 系统 








| 


A 
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Al 
隔 
诡 





有 公式 测定 仪 的 逻辑 公式 、 表 示 证 明 测定 仪 的 逻辑 公式 …… ) 
































7.2 形式 系统 的 形式 系统 229 





7.2.5 词汇 的 整理 

泰 打 拉 一 脸 疫 息 地 举 起 双手 。 
“ 米 、 米 尔 嘉 学 姐 …… 我 快 不 行 了 。” 
“ 喔 …… 是 用 词 的 问题 吧 ? ”米尔 嘉 说 道 。 
恩 。 出 现 了 好 多 词 ， 我 已 经 晖 了。 
“看 来 需要 列 一 个 “含义 的 世界 ”和 “形式 的 世界 ”的 词汇 表 。” 我 说 道 。 
这 样 吗 ? ”米尔 嘉 在 笔记 上 “沙沙 ”地 列 出 了 一 个 词汇 表 。 


















































































































































含义 的 世界 ”<-----> 形式 的 世界 
算术 <-----> 算术 的 形式 系统 
谓词 和 命题 “《----》 ”人 逻辑 公式 
谓词 ”<-----> ”包含 自由 变量 的 逻辑 公式 


命题 ”<-----> ”不 包含 自由 变量 的 逻辑 公式 (语句 ) 


























































































































1 <---> 人 (或 

2 ”<---> (了 (或 3 

<， DOOws 
16 个 
et 





17 <--->》 (站)… 间或 本 
















































































“原来 如 此 ……… ”和 泰 末 拉 感 叹 道 。 看 得 出 她 松 了 口气 。 
7.2.6 数 项 

“ 啊 ， 麻 烦 等 一 下 ， 米 尔 嘉 学 姐 ! ” 泰 条 拉 叫 道 。 

“我 在 等 啊 。” 米尔 5 旧 道 。 
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“我 不 理解 这 个 词汇 表 晤 

















的 “(1]( 或 有 这 部 分 。” 
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“含义 的 1 


还 是 会 踏 踏实 实地 问 出 
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比如 “17 是 质数 ”这 个 命题 ， 
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， 数 越 大 ， 后 面 跟 的 
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的 序列 。” 


也 就 是 说 ， 

















到 了 ( ]( 撒 号 )， 也 就 是 皮 亚 诺 
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越 多 ， 很 烦人 。 




















然 数 3 可 以 表示 为 





因此， 我 们 


起。 这 是 省 略 写法 。 这 样 一 来 ? 
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然 数 3 得 到 数 ] 
世界 里 去 。 反 过 来 ， 根 和 





项 [GT](7 [站 ]， 就 是 扣 
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〇 得 出 哥 德 尔 数 

















然 数 ， 就 相当 于 把 
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7.2.7 对 角 化 
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例如 


门 把 拥 


来 说 说 对 角 化 。 


拉 这 旬 话 让 “你 ” 懂 然 大 1 








拉 说 道 。 
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量 逻 辑 公式 〈 目 





量 是 x )。 








反 过 来 小 说 里 的 人 





作 “ 一 变量 逻辑 公式 "。 
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以 我 们 能 求 出 其 











我 们 把 





这 个 四 























实 上 


概念 。 我 们 现在 
构建 一 个 123 日 




















辑 公式 称 作 f。 因 为 公 
可 德尔 数 。 假 设 f 的 哥 德 尔 数 是 123。 不 过 ， 这 





因为 f 





现在 ， 








项 1231 


应 该 是 
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区 式 系统 的 








变量 逻辑 公式 f 是 次 辑 公式 
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把 含义 世界 


























自然 数 ， 所 以 它 是 含义 世 
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有 的 123 拿 到 
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项 即 可 。123 的 数 项 如 下 ， 这 里 将 其 


122 个 











四 加 这 


疆界 里 去 。 为 此 ， 





























各 写 为 123 。 
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此 没 在 
门 把 像 上 面 这 
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蔬 成 为 了 






































f 的 





变量 , 全 部 








jf 的 哥 德 尔 


人 





123 代 换 而 得 








构建 的 语句 记 为 f(f)。f(f) 是 “把 一 变 





数 的 数 项 代 换 而 得 到 的 语句 ”。 





















































这 种 根据 了 构建 f( 了 ) 的 行为 叫 作 f 的 对 角 化 。 







































































式 上 的 操作 ,可 能 很 难 


















































来 描述 一 下 根 


辑 公式 f 的 自由 变 
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解 。 下 古 
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对 角 化 就 好 比 是 ， 根 和 























是 对 角 化 。 或 者 ， 
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GH 
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F 地 构建 了 形式 系统 的 形式 系统 ， 从 数 写 
不 完备 定理 。 在 该 证 明 中 ,他 把 “把 x 对 角 化 的 语句 








“zx 是 OO” 来 构建 “z 是 OO' 是 OO”。 

















例如 , 根据 “z 是 5 个 字 ” 来 构建 “zx 是 5 个 字 " 是 5 个 字 ”。 这 也 









































根据 “z 不 是 用 英语 写 的 ” 来 构建 ““z 不 是 用 英语 写 的 














。 这 也 是 对 角 化 。 









































度 证 明了 第 一 
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存在 形式 证 明 ” 























进行 了 对 角 化 。 也 就 是 说 ,他 构建 了 “把 “把 x 对 角 化 的 语句 中 不 存在 形 




































































了 














式 证 明 ” 对 角 化 的 语句 中 不 存在 形式 证 明 ” 这 个 语句 。 然 后 ， 他 通过 调查 


























这 个 语句 本 身 是 否 存 在 形式 证 明 ， 证 明了 第 一 不 完备 定理 















































































































































又 有 深度 



































哥 德 尔 的 证 明 ， 极 其 富有 魅力 。 

这 一 证 明 既 有 广度 从 质数 开始 构建 证 明 测定 仪 ， 
根据 对 角 化 生成 自 指 语句 。 

可 德尔 的 身影 否 隐 耕 现 




















L 于 证 明之 中 。 他 像 雕刻 家 ， 还 是 作曲 家 呢 ? 









































7.2.8 数学 的 定理 








米尔 嘉 的 “ 





义 ” 令 我 们 五 体 投 地 。 













































































































































































































































































“ 除 …… ”和 秦 末 拉 叹 了 口气 。 

“ 尤 里 应 该 也 会 喜欢 这 类 话题 呢 。” 我 说 道 。 

“话说 ， 尤 里 怎么 不 在 这 儿 ? ”米尔 嘉 环顾 四 周 。 

“因为 这 里 是 高 中 啊 …… ”我 回答 道 。 尤 里 还 是 初中 生 。 

和 学校 这 个 限制 条 件 还 真 舌 人 啊 。” 米尔 嘉 说 道 ,“ 有 和 
备 定理 的 情况 ， 例 如 把 它 当 成 “证 明了 理性 界限 的 定理 。 这 





















































完备 定 玫 台 至 终 都 是 个 数学 定理 ， 而 不 是 关 




























































































eA 
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理 还 是 带 给 了 我 们 很 多 好 处 。 这 一 点 是 不 争 的 














山 串 
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里 她 也 能 明白 这 点 。” 
这 时 米尔 嘉 认 真 纯 想 a 想 。 
Ss 下 次 我 们 再 接着 谈 这 个 话题 的 时 候 ， 把 尤 里 也 叫 上 吧 。 她 说 。 




















上 In 




















































































































“对 ， 我 们 去 双 仓 图 书馆 ， 仔 仔细 细 地 说 。” 























7.3 ”失物 的 失物 


游乐 园 
几 天 后 的 某 个 休息 日 。 
就 是 米尔 嘉 上 次 莫名 其 妙 地 通过 我 妈 跟 我 定 的 约会 (? ) 日 。 














































































































“好 好 地 陪 人 家 ， 别 冒犯 人 家 。 上 晚上 要 趁 天 色 还 不 太 晚 的 时 候 ， 把 人 
家 送 到 家 门口 才 行 。 还 有 ……… 
我 边 敷 衍 着 我 妈 无 休止 的 叮 只， 









































H 了 家 门 。 


ell 
PE he 
注 
ell 
[wy 
EF 



































“这 边 。” 一 到 游乐 园 ， 米 尔 嘉 就 把 我 拉 到 了 乐高 积木 游戏 那儿 。 
这 怎么 看 都 是 小 学 生 玩 儿 的 ……: 不 过 ， 没 想到 混在 一 群 小 朋友 中 间 
搭 乐高 积木 还 挺 有 意思 。 我 拼 了 一 个 三 维 版 的 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 由 ， 米 尔 


嘉 则 拼 了 一 个 克 菜 因 瓶 2。 乐高 怎么 会 这 和 有 意思 啊 ! 这 …… 也 算 约 会 么 ? 
享受 了 一 段 小 学 一 年 级 般 的 时 光 后 ,我 们 面对面 吃 着 甜 简 冰 激 凌 ， 
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波兰 数学 家 谢 尔 宾 斯 基 在 

















NAN 
NN 


Q@ 英文 写作 Sierpinski Triangle， 是 一 种 分 
1915 年 提出 。 一 一 译 者 注 
@ 英文 写作 Kleinsche Flasche， 指 的 是 一 种 无 定向 性 的 平面 。 克 莱 因 瓶 最 初 的 概念 
是 由 德国 数学 家 菲 利 克 斯 ， 克 莱 因 提出 的 。 一 一 译 者 注 
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背 作 休息 。 
我 吃 的 是 鲜 奶 味 儿 的 ， 她 吃 的 是 巧克力 味 儿 的 。 

“话说 米尔 喜 ， 你 为 什么 会 给 我 妈 打 电话 ?” 

“ 先 不 说 这 个 ， 给 我 来 一 口 。 米尔 嘉 指 着 我 的 冰激凌 。 

“…… 旋 ? 哦 好 的 ， 请 。” 

我 把 冰激凌 递 出 去 ， 她 伸 出 舌头 栈 了 一 下 ,就 这 么 一 口 又 一 口 地 吃 









































































































































我 呆 果 地 望 着 一 脸 开 心 的 米尔 嘉 。 然后， 忽然 想起 了 她 之 前 给 我 们 
的 不 完备 定理 。 陆 续 解 开 复杂 的 数学 难题 的 米尔 嘉 ， 在 我 面前 吃 着 冰 
激 凌 的 米尔 嘉 ， 都 是 同一 个 米尔 嘉 呀 …… 
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“你 看 什么 呢 ? ”她 问 ; 






























































































































































可 道 。 

“ 啊 ， 没 、 没 什么 …… 就 感觉 你 好 像 挺 开心 的 。” 

“你 才 是 ， 总 是 一 副 很 幸福 的 样 而 且 大 家 都 喜欢 你 。” 

“ 才 没 有 了 呢 。 我 说 ,“ 米 尔 嘉 你 才 是 …… 谁 见 了 你 ， 都 会 喜欢 你 。 稻 
条 拉 、 尤 里 …… 连 我 妈 都 喜欢 你 。 今 天 早上 她 才 嘱 史 我 ， 让 我 “ 别 冒 犯 
人 家 '。 大 家 都 非常 喜欢 你 呢 。” 

“ 趴 ……” 她 声音 中 带 着 几 分 暧昧 。 


















































“话说 ， 米 尔 嘉 ， 你 要 不 要 坐 那个 7” 
我 指 着 那 座 背 靠 万 里 上 晴空， 徐徐 旋转 着 的 摩天 轮 。 
“摩天 轮 吗 …… 好 啊 。 













































































我 们 买 了 票 ， 在 排队 处 等 着 。 五 颜 六 色 的 座舱 依次 向 我 们 靠拢 。 我 
们 前 面 排 着 一 对 看 似 大 学 生 的 情侣 。 男 生 回 头 在 女生 耳 边 小 声 说 了 些 什么 ， 
女生 在 男生 背后 笑 着 ， 用 指头 经 轻 蕉 了 苓 男生 的 后 普 。 
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写 着 16 号 的 橙色 座舱 来 了 ， 这 对 情侣 登 了 上去。 下 一 个 座舱 是 浅 蓝 
色 的 。17 号 美丽 的 质数 。 工 作 人 员 打 开门 ,说道 : “二 位 请 上 。 










































































“你 也 是 这 样 么 ? "米尔 嘉 一 面 登 上 座舱 ， 一 面 冲 我 说 道 。 
“ 认 ? 你 说 什么 ?” 

“没事 儿 ， 快 坐 好 。 

我 们 刚 面对面 坐 好 ， 工 作 人 员 就 把 门 从 外 面 锁 上 了 。 



































SN 


















































我 到 底 有 多 少年 没 坐 过 摩天 轮 了 呢 ? 














透 过 窗户 同上 望 去 ,交叉 的 文 染 和 钢 府 逐渐 变化 ， 描 绘 出 复杂 的 几 


何 学 图 案 。 往 下 望 去 ， 地 上 的 人 们 已 经 看 起 来 好 小 好 小 。“ 就 像 微缩 模型 
一 样 。" 我 说 着 向 米尔 嘉 看 去 





































































































“怎么 了 ?哪里 不 舒服 吗 ?” 


。 我 没事 ， 别 乱 动 。” 
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难 不 成 ， 米 尔 甘 恐 高 ? 
我 抬头 看 向 窗外 ， 座 舱 又 晃 了 一 下 。 
“都 说 让 你 别 动 了 ! 7” 
“对 不 起 。 我 现在 就 回 我 那 边 去 。” 
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“你 一 回去 ， 因 
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验 又 该 网 了 ! 别 动 啦 1” 





米尔 嘉 说 着 ，1 


HH 双手 


et 








扩 癌 我 。 























简直 就 像 一 只 归 呈 的 小 鸟 。 























她 的 手 抓 着 我 的 
她 的 头 紧 紧 靠 在 
她 
机 








的 头发 在 我 眼 
橘 的 香味 党 哩 











Cat 
| 
t 
沽 
过 

o 


衣服 。 
我 胸 前 。 
下 像 海水 般 球 散 开 来 。 
痊 我 们 。 













































































有 害怕 的 东西 。” 米尔 嘉 说 道 。 
































怕 的 时 候 。” 
“你 这 么 害怕 的 话 ， 就 别 勉 强 ……” 





“我 说 的 不 是 摩天 轮 。” 


什么 嘛 ， 完 全 听 





不 懂 ads 











“米尔 需 ， 没 事 昌 
把 声音 放 

















的 ” 
温柔 ， 人 小心翼翼 地 摸 着 她 的 头 。 





























长 发 














示 
仿 
逐 到 
于 小 
[a 
小 本 











冲 我 发 火 ， 证 我 别 动 。 


可 她 ， 只 是 “ 呼 一 一 ”地 吐 了 口气 。 
我 怀 中 的 米尔 嘉 。 

一 个 温暖 、 柔 软 的 女孩 子 。 

摩天 轮 蚀 循 着 既定 的 轨道 旋转 。 

我 继续 慢 慢 抚 摸 着 她 的 头发 。 


























“王子 一 直 在 找 的 ， 是 玻璃 凌 ?” 她 问 道 。 






































我 仔细 听 着 她 说 的 话 。 
座舱 微微 发 出 “ 咬 嘎 吧 嘎 ”的 响声 。 
风 控 过 钢 索 ， 发 出 口哨 般 的 声音 。 
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康 托 尔 的 对 角 论 证 法 表明 “实数 集 民 不 是 可 数 集 ”。 
它 不 仅 对 于 整个 集合 论 都 有 根本 上 的 重大 意义 ， 

还 应 该 作为 一 种 珍贵 的 神 来 之 笔 般 的 灵感 被 载 入 天 书 。 
一 一 《数学 天 书 中 的 证 明 》B29] 








第 8 章 


两 份 孤 独 所 衍生 的 产物 




















于 是 这 两 个 独立 的 世界 ， 


或 者 说 这 两 份 独立 的 孤独 所 能 互相 给 予 的 ， 








不 是 比 各 自 孤 单 、 豆 弱 时 更 多 了 吗 ? 

















































































































































































































一 一 《来 自 大 海 的 礼物 》 

8.1 重 灵 的 对 
8.1.1 泰 末 拉 的 发 现 

三 月 来 了 。 从 风 中 可 以 感觉 到 春天 的 气息 。 

明天 就 是 毕业 典礼 了 et 不 过 我 才 高 二 ， 其 实 跟 我 没 哈 关 系 。 今 
放学 后 ， 我 照常 去 了 图 书 室 。 活 力 少 女 正 坐 着 研究 数学 。 

“ 泰 采 拉 ， 你 来 得 真 早 啊 。” 

“ 啊 ! 学 长 ! ”她 把 视线 从 笔记 本 上 移 开 ， 抬 起 头 笑 了 笑 。 

“是 村 木 老师 的 卡片 ? ”我 在 她 身 旁 坐 下 。 











“ 啊 ， 是 的 。 
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(重合 的 对 ) 
我 们 把 由 两 个 自然 数 构成 的 组 合 叫 作对 (pair )。 





















































(a, b) 自然 数 a 和 自然 数 b 的 对 


























; 如果 对 于 两 个 对 (a, 5b) 和 (c, d) 而 言 ， 存在 a + d = 5 + c， 我们 就 
;说 (a, 5) 重 本 于 (c,d), 记 作 (@,6) 二 (6d)。 








a 二 d=b+c 
< 全 (a,5) 重 磊 于 (c, dg) 
























































“这 问题 真 不 可 思议 呢 。” 泰 末 拉 说 道 。 
本 来 就 不 算是 个 “问题 '。” 我 苦笑 道 。 
“这 个 是 …… 研究 课题 对 吧 ? 自己 出 题 自己 解 ……” 

“ 没 错 。 话 说 回来 ，a 十 d = 二 c 好 像 有 点 什么 含义 啊 。 
“学 长 ， 这 次 能 先 听 听 我 的 分 析 吗 ?” 


“当然 可 以 呀 。” 


6 



























































































































































“我 看 到 这 张 卡片 的 时 候 , 觉得 这 里 面 的 每 个 词 都 不 难 。 也 就 是 说 









































。 两 个 自然 数 
。 构成 的 组 合 
。at+d=b+c 























这 些 说 法 都 不 难 。 而 且 ， 也 没有 出 现 像 Y、3 、lim 这样 的 符号 。 可 是 就 
羊 ， 把 这 些 当成 一 个 整体 来 看 的 话 ， 我 还 是 完全 一 一 完 完 全 全 不 明白 


这 很 神奇 啊 ， 明 明 每 个 词 的 意思 都 理解 ， 但 是 却 看 不 明白 整 句 话 。 
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“是 啊 。 我 点 点 头 。 










































































[all 
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“不 过 ， 可 不 能 在 这 儿 就 气 馆 ， 对 吧 ? 我 觉得 ， 要 想 找 到 “不 明白 的 
初始 点 '， 应 该 一 步 一 步 、 踏 踏实 实地 思考 。” 
“这 想法 很 了 不 起 嘛 。” 
“我 最 先 做 的 ， 就 是 根据 “示例 是 理解 的 试金石 " 来 尝试 举 出 具体 的 
例子 。 我 首先 举 的 是 ……” 
OA Oi oO 
我 首先 举 的 是 “对 ”的 例子 。 卡 片上 写 着 “我 们 把 由 两 个 自然 数 构成 







































































的 组 合 叫 作对 (pair )”， 所 以 ， 我 就 在 笔记 本 上 写 了 几 个 对 的 例子 。 比 如 ， 
假设 (a,b) 中 的 a 等 于 1 时 , b 等 于 1,2,3,...， 这样 一 来 ,我 们 就 能 得 
到 下 面 这 些 对 。 
(1,1), (1, 2), (1, 3) 
然后 ， 当 a 等 于 2 时 ， 我 们 就 能 得 到 下 面 这 些 对 。 
(2, 1), (2, 2), (2, 3), .…: 
另外 ， 我 还 随便 写 了 一 些 对 。 
(12, 345), (1000, 100000), (314159, 265),.…. 
写 着 写 着 ,我 就 想到 :“ 原 来 如 此 。 因 为 这 些 对 都 是 由 自然 数 构成 的 ， 
所 以 不 会 出 现 0”。 也 就 是 说 ,没有 (0, 0), (0, 123), (314, 0) 这 样 的 对 。 
我 自己 都 很 惊奇 ， 我 竟然 发 现 了 这 一 点 。 学 长 你 经 常 笑 我 是 “总 忘 
记 条 件 的 泰 条 拉 ”。 的 确 ， 我 总 是 忘记 和 条件。 不过， 我 居然 能 发 现 “ 不 会 
出 现 0” 这 个 条 件 。 仔 细 思 考 具 体例 子 的 话 ， 就 能 发 现 条 件 中 的 细微 之 处 。 
我 发 现 了 这 一 点 。 我 发 现 了 “我 发 现 了 这 一 点 ……… 这 就 是 “元 发 现 ” 吧 
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我 就 想 : 所 有 对 构成 的 集合 是 什么 样 的 呢 ? 我 们 刚刚 具体 举 了 
几 个 对 ， 这 个 集合 的 元 素 就 是 这 些 对 ， 是 吧 ? 可 是 , 我 虽然 像 下 面 这 样 
合 写 了 出 来 ， 却 并 没有 什么 重大 发 现 。 











































































































{(1, 1), (1, 2), (1, 3),... 
(2, 1), (2, 2), (2, 3),..., 
(12, 345), (1000, 100000), (314159, 265),...} 











我 最 不 明白 的 是 卡片 上 写 的 “ 重 倒 " 这 种 说 法 , 还 有 (o, 怒 二 (c,d) 这 
种 写法 。 啊 …… 不 能 这 么 说 。 这 些 只 是 说 法 跟 写 法 的 问题 ， 其 实 还 好 。 
真心 让 我 费解 的 是 下 面 这 个 式 子 。 这 才 是 我 “不 明 自 的 初始 点 ”。 

















































































































a++d=b+c 

















这 个 式 子 本 身 的 含义 是 “a 十 d 跟 b 十 c 相 等", 这 我 当然 明白 。 可 是 ， 
So what? 所 以 呢 ? 
这 个 式 子 表示 的 ， 是 某 个 对 重 又 于 其 他 对 的 条 件 。 这 点 我 明白 …… 
可 是 这 个 式 子 到 底 意味 着 什么 呢 ? 
式 子 不 难 ， 可 这 里 好 像 有 一 墙 透明 而 坚硬 的 墙壁 ， 而 我 “ 虹 ” 地 一 下 
撞 到 了 墙 上 ， 没 法 再 往 前 走 了 。 
































































































































































































































i 没 法 再 往 前 走 了 。 泰 淋 拉 用 双手 作出 “ 咯 吃 ” 锤 墙 状 。 

“话说 ， 泰 淋 拉 。 我 说 道 ,“ 你 相当 厉害 啊 ! 虽然 你 理解 起 来 需要 人 花 
很 长 时 间 ， 可 是 一 旦 理解 了 ， 就 能 把 学 到 的 东西 完全 消化 吸收 。 我 觉得 ， 
你 这 种 不 轻 言 放弃 的 劲 儿 ， 真 的 是 一 股 巨 大 的 力量 。” 

“是 是 全 ” 泰 末 拉 红 了 脸 。 


“我 也 还 不 明白 这 张 卡片 哪里 有 趣 。 不 过 ,我们 再 用 一 次 “示例 是 理 





























































































































































































































































































































下 县 的 对 243 


[all 





8.1 




















解 的 试金石 ” 看 看 吧 。” 我 说 。 
UR 指 的 是 ?” 


“刚才 你 想 理解 的 是 下 面 这 个 吧 。 




































































4 








(a,b)=(c,d) < a+d=b+i+ec 


















































bp 么 ， 我 们 就 往 a、b、c、d 里 代入 具体 的 自然 数 ， 来 看 看 “重合 的 对 是 
什么 样 的 " ， 怎 么 样 ?” 
“ 啊 ! 对 啊 。 就 是 举 几 个 具体 的 重 欠 的 对 的 例子 吧 ? 我 明白 了 。 麻 烦 
先 给 我 点 时 间 。” 
泰 采 拉 紧 张 而 专注 地 看 向 笔记 本 。 我 注视 着 这 样 的 泰 采 拉 。 她 心里 
息 的 都 直接 写 在 了 脸 上 : 瞳 大 眼睛 是 在 想 “ 啊 ， 我 或 许 明 白 了 ”; 皱 着 导 
头 是 在 想 “ 不 对 不 对 ”; 和 看 着 头 咬 着 嘴唇 是 在 迷茫 “要 怎么 办 才 好 呢 "; 眼 
神游 移 后 ， 抬 着 眼看 我 则 是 在 开始 想 “是 不 是 问 问 学 长 比较 好 ”……… 
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mm 










































































































































































我 突然 想起 了 泰 打 拉 之 前 说 过 的 一 句 话 。 
因为 高 考 很 重要 。” 





























高 考 、 高 考 、 高 考 。 我 为 什么 要 参加 高 考 呢 ?小 学 跟 初 中 那 会 儿 ， 
我 从 来 没 想 过 为 什么 要 参加 升学 考试 。 因 为 初中 成 绩 不 错 ， 就 升 到 这 所 
重点 高 中 来 了 。 

数学 、 数 学 、 数 学 。 我 为 什么 要 学 习 呢 ? 学 习 眼 前 的 事物 ， 然 后 想 


进一步 学 习 , 就 去 买 了 书 。 村 木 老师 也 给 我 介绍 了 一 些 书 。 不 过 , 以 后 






































































































































“学 长 ,我 试 厦 写 了 几 个 例子 。” 泰 条 拉 把 笔记 本 拿 给 我 看 , “因为 卡 
片上 写 的 “对 ' 重 释 的 条 件 就 是 (a,6b) = (c,q) a+d=b 二 c， 所 以 只 


要 找到 满足 式 子 a 十 d==b 十 c 的 四 个 自然 数 就 行 了 ， 对 吧 。 比 方 说 ， 因 
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为 1+2=1+2， 所 以 我 们 只 要 设 o = = |， 





















































c 二 d= 二 2, 就 能 得 


到 | 一 





























































































































“此 外 ,根据 1 十 3 = 2 十 2 这 个 式 子 ,我们 还 能 得 到 一 组 。” 
i 
没 错 ， 能 得 到 很 多 组 呢 。” 
“ 嘎 对 对 , 我 举 了 有 具体 例子 才 注 意 到 ， 如 果 “ 外 项 相 加 ”等 于 “内 
项 相 加 ”的 话 ， 对 就 会 重 双 。 比 如 说 ，a 十 d 就 是 把 a 和 4 相 加 ……… 
(@ 和 (cg) 
你 看 ， 这 就 是 把 “外 项 相 加 。 然 后 ，5 十 c 就 是 …… 
(a, ©)) 和 ((©),q) 
看 ， 把 “内 项 ' 相 加 了 。 不 过 到 这 里 ， 我 还 是 觉得 So what……” 








“对 啊 


“我 还 发 现 这 跟 “ 比 ”很 像 。 比 的 性 质 是 “外 项 2 
为 2:3 等 于 4:6, 所 以 2 和 6 这 














对 吧 ? 比如 说 ， 因 


























于 3 和 4 这 两 个 内 项 的 乘积 。 
外 外 外 项 的 乘积 
2 3 三 50 二 X0、 主 
内 内 

















和 4 这 两 个 内 项 的 和 。 





原来 如 此 。” 




















相对 地 ，(2, 3) 跟 (4, 5) 这 








积 等 于 内 项 之 积 ”， 




















项 的 乘积 就 等 


内 项 的 乘积 














个 对 重生 时 ，2 和 5 这 





个 外 项 的 和 就 等 于 3 


























也 就 是 说 ， 对 的 性 质 是 “外 项 之 和 等 于 内 项 之 和 ”， 

















质 和 对 的 性 质 还 真 像 








阿 !” 
































“我 还 写 了 一 些 其 








他 的 重 秋 的 对 的 例子 。” 
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3 十 4 
内 项 的 和 








对 吧 ? 话说 ， 























6 内 , 泰 休 拉 。 我 也 发 现 了 点 东 
要 听 听 看 吗 ?” 我 说 。 
“ 啊 ? 嗯 ， 当 然 要 听 。” 




















8.1.2 我 的 发 现 











西 , 或 许 能 




















“我 看 到 这 个 式 子 ， 马 上 就 想到 “ 移 个 项 吧 "。 





a bc dla+d 5+c 重 登 的 对 
1111| 2 2 | (1)=(,1) 
1122|3 3 | (1)=(2,2) 
1223|4 4 | (1,2)=(2,3) 
1324|5 5 | (1,3)= (2,4) 
2132|4 4 | (2,1)=(3,2) 
3 142|5 5 | (3,1=(4,2) 
2233|5 5 | (2,2)= (3,3) 
2345|7 7 | (2,3)=(4,5) 


和 带 给 我 们 很 大 的 














FE 在 看 























a++d=b+c 
a++d—b=c 
a—b=c—d 

















究 的 式 可 
巴 右 边 的 ! 移 项 到 左边 
把 左边 的 4d 移 项 到 右边 








二 





比 的 性 








月 发 呢 ， 





换 句 话说， 就 是 这 人 么 


8.1. 
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份 孤 独 所 衍生 的 产物 








看 ， 这 样 一 来 ,我们 就 能 得 到 下 





“ 认 ?” 泰 来 拉 大 大 的 眼睛 转 了 转 , “学 长 ， 
c 一 d， 即 差 相 等 时 ，(a,b) 和 (c, qd) 这 
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“是 这 


“可 、 


样 














省 





(a,b) = (c,d) 


我 还 是 完 


完全 不 明 











下 这 个 式 子 。 














a—b=c—d 
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> 0 一 =C 一 4 


就 











7? 
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“我 也 是 。 


谁 都 没 
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3 





这 张 卡片 上 














发 现 的 事实 








有 的 “对 ”,， 











个 对 才 重 于 


旨 的 到 底 是 什么 1 


























这 里 是 礼 符 ， 现 


生 们 
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老师 和 学 








在 众人 


一 














E 摆 椅 了 


下 在 为 明天 的 毕业 
， 以 及 为 i 
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< 有 





会 汪 作 
二 









































“还 不 能 


“ 明 


天 之 前 应 该 能 











回去 么 ? 真 没 效 率 叮 











。 租 僵 说 道 

















准 








备 好 











巴 。 ”米尔 嘉 说 道 




















“当然 J 
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学 校 委任 盈 乔 和 米尔 嘉 在 毕业 4 
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我 跟 泰 








明天 就 i 


交 正 式 





FE 扬 了 s” 











8 礼 做 准 











花 末 。 























XL 上 强 外 
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韦 室 
































人 《至 之 光 》 

















“还 要 弹 校歌 ”米尔 吉 





PS 


想 也 许 大 家 能 
“你 们 要 弹 什 





从 








吕 去 有 出 











起 尼 。 





忆 
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。 盘 盘 





? ”我 问 道 。 


回答 道 。 


TH>~ 

















来 ， 顺 











路 过 3 






































vy 


A 











回 





A 
合 











骨 。 











也 是 ， 


专 统 








目 嘛 。 
































刚 





米尔 嘉 


她 们 














人 的 








青 襄 ， 





口 说 了 个 “我 们 ”， 盔 僵 就 赶紧 拿手 指 惟 了 鹤 她 ， 然 后 








本 来 
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个 人 就 都 沉默 了。 米尔 肿 到 底 想 说 什么 呢 …… 
“这 次 不 是 拿 “奖状 ' 而 是 拿 “证书 *， 对 吧 ?” 泰 打 拉 说 着 指向 讲台 
上 挂 着 的 写 有 “毕业 证 书 颁发 仪式 ”的 横幅 ,“ 奖 状 是 “表扬 的 文件 "， 证 
书 是 “证 明 的 文件 。 
“颁发 “证 明 毕 业 的 文件 ”的 仪式 …… 么 ?” 我 说 道 。 
“毕业 生 就 是 定理 呐 。” 米 尔 驯 半 开 玩笑 地 说 道 。 
















































































































































































8.2.1 自己 的 数学 

我 在 自己 的 房间 里 ， 现 在 是 夜晚 。 

时 针 已 经 走 过 了 晚上 11 点 ， 马 上 就 到 半夜 了 。 

我 坐 在 书桌 前 ， 学 校 的 作业 已 经 写 完 ， 现 在 我 要 开始 思考 自己 的 




















































































































自己 的 数学 …… 我 回忆 起 高 一 的 时 候 。 

高 一 的 春天 , 村 木 老师 建议 我 “每 天 人 研究 自己 的 数学 ”"。 那 时 候 我 认为 ， 
每 天 研究 数学 是 理所当然 的 事 儿 。 因 为 我 喜欢 数学 。 但 是 ， 高 中 生活 是 
很 位 碌 的 。 有 很 多 课程 ， 每 天 都 要 预习 、 复 习 ， 还 有 考试 。 当 然 ， 还 有 
学 校 的 活动 。 在 这 种 情况 下 ， 必 须 有 一 种 “每 天 去 研究 自己 的 数学 ”的 意 
识 ， 才 能 坚持 到 底 。 因 此 ， 村 木 老 师 给 我 的 意见 很 宝贵 。 














































































































































































































































































































8.2.2 ”表现 的 压缩 
老师 给 的 那 张 “ 重 释 的 对 ”的 卡片 很 奇妙 : 它 并 不 是 让 证 明 一 个 恒 等 
式 ， 也 不 是 证 解 方程 式 。 卡 片 里 只 是 用 然 数 构 成 的 组 合 定 义 了 “对 ” 























































































































我 不 知道 要 思考 
的 卡片 最 多 是 一 个 让 我 们 “学习 


我 们 已 经 找到 了 几 个 在 由 对 构成 
这 种 形式 的 对 都 互相 
























































过 (a,b) 三 


些 什么 , 要 怎么 思 





份 孤独 所 衍生 的 产物 





(c,d) < 全 a+d=b 十 c 这 个 式 子 定义 了 “ 

















mh 
[un 











虽说 按 经 验 而 论 ， 村 木 老师 































































































! 成 立 的 性 质 了 。 例 如 (a, a) 





和 登 ， 也 就 是 下 面 这 样 。 
(1,1) = (2,2) 二 (3, 3) = 














Ba 























(m,m) = 


证 明了 瞬间 就 能 完成 。 对 于 任 3 
此 对 (m,m) 和 对 (n,n) 重 县 。 




















刻 





nl) 








然后 ， 








把 a+4 








说 “在 ( 左 , 右 ) 中, 左 和 右 的 差 相等 的 对 互相 重 番 


对 互相 


只 
mt 








未 
登 。 


(2, 1) = 














d=0+ 





同 -二 ， 

















XE 


我 想起 了 泰 





但 是 ， 所 以 呢 ? ;ii 


条 拉 说 过 的 话 。 


























9 然 数 m、n,， 存在 mn 二 m++n， 





(n,n) > m+n=m+n 





这 个 式 子 变 形成 a 一 b= 二 c 一 d 的 话 ， 就 可 以 




















(3,2) = (4, 3) = 





1 的 对 也 互相 重 番 。 

































































。 例如， 差 是 1 的 


( 左 一 右 =1) 

















芷 不 知道 的 游戏 " 吧 ?” 








入 有 装 作 不 知道 。 


























外 





时 ,和 泰 条 拉 刚 接触 到 皮 亚 诺 公 理 。 






































hil 
mul 
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上 我 们 并 没有 去 思考 后 继 数 表示 的 是 什么 ,而 是 只 跟着 


8.2 家 中 249 






































\ 理 去 往 下 



























































的 。 把 a -6 的 差 相等 的 对 ,也 就 是 重 关 的 对 收集 起 来 , 就 能 构成 
这 个 制约 条 件 到 底 会 衍生 出 什么 样 的 结构 呢 ? 














思考 。 跟 着 公理 ， 渐 渐 看 到 了 自然 数 的 结构 。 公 理 是 制约 条 件 ， 





































































































制约 条 





这 次 的 式 子 a 一 b= 二 cc 一 d 也 像 是 一 个 制约 条 件 啊 …… 对 并 不 是 分 散 



















































































我 注视 笔记 人 小 忆 反 o 



































跟 (1, 1) 重生 的 对 构成 的 集合 可 以 写成 下 面 这 样 。 





(1,1) = (2,2) = (3, 3) = 
































{(1, 1), (2， 2)， (3， 3)， 上 

















接 下 来 ， 怎 么 往 下 思考 才 好 呢 ? 


“人 的 心 会 把 具体 的 例子 压缩 。” 


米尔 乾 


总 这 么 说 。 








“在 构建 具体 例子 的 过 程 中 ,下 意识 地 找寻 规律 , 发 现 较 短 的 表示 方法 ”。 
































简短 的 表示 方式 一 一 原来 如 此 ， 用 集合 的 内 涵 定 义 就 能 简短 





出 来 了 。 


{(1, 二 (2， 2)， (3,3)， 














地 表示 
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妇 


:}={(a,b)laeNAbeNAa—b=0} 






































™ 











{(1, 1), (2, 2)， (3, 3)， et {(a, b) | a—b= 0} 


[I 果 以 a Ee N 和 beN 为 前 提 条 件 ， 就 能 更 简短 地 表示 出 
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El 











其 他 集合 也 可 以 这 样 





下 











表示 。 例 如 差 是 1 的 集合 。 











{(2, 1), (3, 2), (4, 3)， “ee} > {(a, b) | a—b= 1} 


























或 ! ”生生 1 的 集合 。 











{(1, 2)， (2, 3)， (3,4)，… {(a, 5) | a—b= sl 



































确实 ， 比 起 列举 元 素 ， 这 样 表示 更 简短 。 























再 进一步 缩短 的 话 ……: 




















我 不 由 得 站 了 起 来 。 


十 会 变 成 整数 人 入? 












































要 然 数 是 1, 2, 3，……， 而 整数 是 .…， 3， 2， RE ee es 





对 


[1 没 错 ! 

















自然 数 的 对 的 集合 ， 会 构成 整数 ! 




















“ 差 为 m 的 对 的 集合 ”能 够 跟 “整数 n” 一 一 对 应 。 











{BT} (2) (GB) as} < > 2 差 是 十 2 
{(2, 1), (852) (4;3);,3:2} <----- > 十 1 差 是 十 1 
{(1,1), (2,2), (3,3),...} <-----> 0 差 是 0 
{(1, 2) (2, 3), (3,4),...} <-----> 一 1 差 是 -1 
{(1,3); (2;4), (3,5)32.:} 二 > 一 2 差 是 -2 














我 感到 有 种 美妙 的 东西 正在 我 眼前 闪烁 。 
































不 过 ， 只 是 有 了 对 应 关系 ， 也 没什么 意思 。 
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把 对 的 集合 看 作 整 数 ， 这 是 自然 而 然 的 吗 ? 
整数 的 话 ， 就 必须 有 点 什么 吗 ? 

十 么 才 是 整数 的 本 质 ? 

许 许 多 多 的 问号 从 我 的 心底 涌现 。 

我 做 了 一 次 深呼吸 。 


















































上 











先 做 个 加 法 运算 试 试 吧 。 





对 的 集合 是 整数 时 能 马上 实现 的 ， 是 加 法 运算 。 
能 定义 对 的 加 法 运算 “十 ”， 而 不 是 自然 数 的 加 法 运算 “十 ” 吗 ? 






































要 令 (1, 2) 十 (2, 3) 是 什么 样 的 对 呢 ? 














没有 什么 公式 ， 我 也 没有 在 背诵 什么 。 
我 必须 真 真正 正 地 靠 自己 的 能 力 来 想 出 “对 的 加 法 运算 ”。 
































7 










































































问题 8-1 ( 对 的 加 法 运算 ) 
定义 (a,5b) 和 (c,d) 这 两 个 对 的 加 法 运算 十 。 

















8.2.3 加 法 运算 的 定义 
要 怎么 定义 对 的 加 法 运算 ,才能 形成 跟 整 数 的 加 法 运算 一 样 ， 也 就 


是 同 构 2 的 结果 呢 ? 












































同 构 是 含义 之 源 。 


















































我 按 探 不 住 这 份 不 可 思议 的 兴奋 之 情 ， 仿 佛 某 种 东西 即将 产生 了 。 
























































@ 同 构 (Isomorphism ) 是 在 数学 对 象 之 间 定 义 的 一 类 映射 ， 它 能 揭示 出 在 这 些 对 象 
的 属性 或 者 操作 之 间 存 在 的 关系 。 一 一 译 者 注 



































































































































































































































































































































































































































































































































































































































252 第 8 章 两 份 孤 独 所 衍生 的 产物 
虽然 自由 ， 却 受 着 制约 。 虽 然 受 着 制约 ， 却 自由 。 
必须 看 穿 隐藏 的 结构 。 看 穿 之 后 ， 就 能 体会 到 一 种 无 可 替代 的 喜悦 。 
对 的 加 法 运算 先 应 该 从 哪里 开始 考虑 呢 ? 
… 了 咖 。 因 为 我 想 同等 看 待 对 (oa, 5b) 跟 整 数 ao - 5， 所 以 是 不 是 只 要 
参照 整数 范畴 内 的 加 法 运算 就 可 以 了 呢 ? 
对 <-----> ”整数 
(a, b) ee > a—b 
(ea) a > c—d 
进行 a 一 b 跟 c 一 a 的 加 法 运 成 “左右 ”的 形式 就 好 了 吧 。 
(ag—b)+(c-d)=a-b+c-d 思考 a 一 b 跟 c 一 d 的 和 
二 (ga 十 c) 一 (十 d) 形成 “ 左 - 右 ”的 形式 

很 好 很 好 , 不 错 啊 ! 也 就 是 说 , 左边 变 成 了 a 十 c, 右边 变 成 了 1! 十 d。 

换 句 话说 ， 我 想 让 两 个 对 的 和 变 成 下 面 这 种 形式 。 
(a, 5b)+(c,d) = (a+t+c, b+d) 

噢 ! 就 是 说 , 把 左边 这 一 堆 和 右边 那 一 堆 加 起 来 就 好 了 么 ”也 就 是 说 ， 
使 用 (a 一 5b) 十 (c 一 d) = (a 十 c) 一 (5 十 d) 这 个 式 子 来 把 对 的 加 法 运算 
定义 成 下 面 这 样 ， 这 个 主意 如 何 ? 感觉 靠 谱 ! 

(a,b) 二 (c,d)= (a++c,b+d) 

很 好 很 好 。 那 么 ,接着 就 尝试 一 下 用 对 来 实现 与 1 十 2 对 应 的 计算 吧 。 
例如 , 因为 1 = 3 一 2, 所 以 选 (3,2) 当 作 与 1 对 应 的 对 ; 因为 2=3 一 1， 
所 以 选 (3, 1) 当 作 与 2 对 应 的 对 。 然 后 ,根据 “对 的 加 法 运算 ”的 定义 来 
进行 计算 。 








(3,2) 十 (3,1)=(3 十 3,2 十 1) 
= (6, 3) 


























嗯 ， 很 好 ! 因为 6 一 3 = 3， 所 以 说 得 通 ! 
(3, 2) 十 (3， 1) 
二 二 二 
下 十 2 





























说 得 通 …… 不 , 等 一 下 。 这 是 理所当然 的 啊 ! 我 想 说 











































































































Rs 对 啊 ， 先 别管 加 法 运算 了 ,“ 相 等 " 这 

















i 
感觉 


但 又 不 是 这 个 …… 咽 ， 脑 子 乱 了 ， 整 理 一 下 吧 。 我 现在 想 




















这 些 都 能 整理 
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的 跟 这 个 很 像 ， 
要 对 比 思 考 整 数 














成 统一 的 形式 ， 





个 概念 都 还 乱七八糟 着 呢 。 





























我 还 没有 好 好 定义 (a,b) 跟 (c, d) 这 两 个 对 相等 指 的 是 什么 。 合 适 的 定 


义 应 该 是 像 下 面 这 样 的 。 


| 















































(a,b)= (c,d) < (a 


cAb= 4d) 














然后 ， 让 我 担心 的 事情 是 下 面 这 些 。 
在 像 (a,b) 十 (c,d) = (a+c,b+ 引 





























于 以 下 处 ,了 2Z，XiY 二 2 成 立 。 


pal 


。 跟 (a,b) 重 又 的 任意 对 X 
“ 跟 (c, d) 重 登 的 任意 对 苹 
“ 跟 (a 十 cb 十 d) 重 琶 的 任意 对 2 




























































































这 样 定义 了 对 的 加 法 运算 后 ， 对 


因为 XY 二 成立， 所 以 感觉 “对 " 是 
这 样 的 “两 个 世界 " 的 对 应 关系 。 











样 ， 束 能 发 现下 
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对 的 世界 
跟 对 (a,5) 重 到 的 所 有 对 的 集合 
巴 对 相 加 十 
对 重 针 二 














这 个 发 现 真是 让 人 心跳 不 已 。 




















解答 8-1 (对 的 加 法 运算 ) 

















可 以 用 以 下 式 子 定义 (a, 5b) 跟 (c, d) 这 




















Rs > ”整数 的 世界 
《-----> ”整数 a 一， 
六 > 把 整数 相 加 : 十 
<-----》 ”整数 相等 := 
个 对 的 加 法 运算 。 








(a,b) 二 + (c,d)= (a+c,b+d) 



























































8.2.4 教师 的 存在 
见 在 是 凌晨 两 点 ， 我 站 在 厨房 里 。 
往 杯 子 里 倒 上 水 ， 一 口气 喝 光 。 










































































| 


我 之 后 又 定义 了 对 的 符号 变换 、 对 的 减法 运算 、 对 的 大 小 关系 。 














— (a,b) = (b,a) 
(a, b) 和 (c， d) (a, b) 十 (~(c,qd) 
(a,b) < (cd) a+d<bic 
























































) 


然 数 的 对 来 定义 整数 。 有 意思 。 





年 质 ! 





啊 ! 难 不 成 ， 跟 (a, a) 重 欠 的 对 与 整数 0 对 应 ? 
喔 喔 ! 难 不 成 ， 把 (a, 5) 的 左右 互 换 而 得 到 的 (b, a) 是 ? 
好 ， 我 要 试 着 更 进一步 发 据 这 个 对 的 ; 


定义 对 的 符号 变换 


定义 对 的 减法 运算 


EX 对 的 大 小 关系 




















构建 新 的 数字 的 世界 也 是 数学 呀 。 








数学 ， 








= 人 








个 越 学 越 深 奥 、 


越 
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本 


学 越 广阔 的 世界 。 
我 看 着 杯 中 残留 的 水 滴 ， 想 到 村 木 老 师 。 老 师 向 我 们 提出 了 一 个 不 
太 难 又 不 太 简 单 的 问题 。 





















































“ 换 成 你 ， 会 怎么 挑 成 这 道 题 ?” 









































会 对 你 说 上 面 这 种 话 的 人 , 其 存在 本 刁 就 很 珍贵 。 教 师 的 存在 …… 么 ? 






























































好 的 , 看 来 整数 也 能 做 了 , 那 就 睡 吧 。 哈 哈 , 说 什么 “整数 也 能 做 了 ”， 
搞 得 像 拼 法 塑料 模型 似 的 。 我 边 味 味 地 笑 着 边 做 着 睡觉 的 准备 。 
在 天 上 卧室 灯 的 那 一 刹那 ， 泰 条 拉 的 话 突然 在 我 脑海 里 一 内 而 过 。 


















































































































































“ 比 的 性 质 是 “外 项 之 积 等 于 内 项 之 积 ”……… ” 























然而 ， 还 没 来 得 及 研究 这 句 话 的 含义 ， 我 就 进入 了 梦乡 。 














8.3 等 价 关 系 


8.3.1 毕业 典礼 

今天 是 毕业 证 书 颁发 仪式 一 一 我 现在 在 礼 向 。 

毕业 生 接 二 连 三 登 上 讲台 ， 领 取 毕 业 证 书 。 

明年 的 现在 , 我 会 是 怎样 的 心情 呢 …… 我 边 这 么 想 着 , 边 打 了 个 哈欠 。 
昨 晚 完全 没 睡 够 。 

校长 致辞 、 喜 宾 寒 瞳 ……: 仪式 安静 而 严肃 。 现 在 总 算 要 结束 了 ， 负 
责 主持 的 老师 走向 麦克 风 ， 妆 克 风 轻 轻 “ 喻 ”了 一 声 。 













































































































































































一 一 毕业 生 间 退场 。 
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却 突然 


| 














第 8 章 





《性 之 光 》 世 

















始 流 消 。 


份 孤独 所 衍生 的 产物 





毕业 生 依 ; 






































礼堂 。 我 人 
争 开 了 有 













































































这 是 我 们 熟悉 的 旋律 


是 校歌 。 





J 























首 新 的 乐曲 














] ， 




















校歌 跟 《 重 之 光 》 同 时 流 消 而 出 。 
































































































































































































































掌声 为 人 
















































































它 的 旋律 好 似 从 《 蛋 之 










































































大 家 的 目光 一 下 子 都 集中 到 钢琴 那 边 。 

FE 在 那儿 弹 奏 的 ， 是 春 鳃 和 米尔 嘉 。 

她 们 在 用 重 混 2 的 手法 弹 奏 《 攻 之 光 》 跟 校歌 。 

侨 ? 还 能 把 这 两 首 歌 混 在 一 起 弹 ? 

和 弱 8 要 怎么 办 ? 

不 过 ， 两 种 旋律 都 没 遭 到 破坏 ， 都 在 优美 地 流 消 着 。 
在 《 萤 之 光 》 和 校歌 的 相互 作用 下 

我 们 心中 泛 起 了 无 法 言说 的 涟 注 ， 满 是 回忆 。 

我 们 情不自禁 地 回忆 起 在 这 所 学 校 度 过 的 日 子 。 
迷茫 、 人 焦躁、 烦恼、 闲适、 学 习 、 惯 怒 、 喜 悦 ……: 
内 心 冷 不 防 地 被 这 些 情 绪 撼 动 ， 泪 水 不 由 得 涌 了 上 来 








OD 





下 混 ( Remix ) 是 一 种 音乐 技术 ， 应 用 





@ 在 音乐 理论 本 


种 版 本 。 




















译 者 注 
且 ， 和 弦 ( Chord ) 是 指 乡 
















































































光 》 











! 流 济 






































于 歌曲 的 原来 版 本 ， 经 过 重新 混 音 ， 形 成 另 
日 合 在 一 起 的 两 个 或 更 多 不 同音 高 的 音 。 
一 一 译 者 注 
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毕业 生 、 在 校生 …… 当然 ， 其 中 也 包括 我 。 
来 到 这 所 高 中 后 ， 我 遇见 了 米尔 喜 ， 遇 见 了 泰 洒 拉 。 然 后 ， 我 体会 
到 了 一 起 学 习 一 一 教 人 、 被 教 ， 比 赛 解 题 一 一 的 喜悦 。 







































































= 一 yy 


、 二 、 三 。”“ 学 、 学 长 1”“ 我 找到 了 一 个 很 好 的 对 应 。”“ 放 
学 时 间 到 了 。“ 对 ， 说 的 是 呀 ! ”计算 错误 。 “小 数学 家 ? “证 明 是 
一 瞬间 的 事 儿 。“ 怎 么 读 啊 ? ”“ 唔 ……: ”快递 快递 ! ”“ 这 样 就 成 了 除 
以 0。“ 啊 呀 川 ! “快乐 的 旅行 。”“ 我 一 生 都 不 会 忘记 。 “我 已 经 记 
住 了 ， 你 放心 吧 。”“ 学 长 ， 大 发 现 大 发 现 ! ”“ 除 了 表示 虚数 单位 以 外 ， 
还 会 有 什么 呢 ?”“ 我 不 明白 。”“ 如 果 半 径 为 零 的 话 也 要 保持 一 定 距离 
吗 ?”“ 我 会 加 油 的 !1”“ 你 还 没 发 现 吗 ?”“ 我 有 问题 I1”“ 好 了 ， 到 此 为 
止 我 们 的 工作 就 结束 了 。”…… 








不 过 ， 时 间 会 流逝 ， 时 间 在 流逝 。 数 学 超越 时 间 留 传 下 来 ， 而 时 间 
过 众生 不 断 流逝 。 有 相遇 ， 也 有 别离 。 


我 已 无 法 止 住 眼中 泣 涌 而 出 的 泪水 。 























Ct 
















































































就 这 样 ， 今 年 的 毕业 典礼 闭幕 了 。 
但 泪水 随 音符 渗入 心底 ， 这 首 盛 大 的 毕业 终 曲 ， 也 成 为 了 令 人 难以 
忘怀 的 回响 。 











































































































证 原来 用 对 能 构成 整数 呀 。” 泰 末 拉 感叹 道 。 



























































毕业 典礼 这 天 ， 我 们 仍然 在 图 书 室 研究 数学 。 








洁 


















































我 跟 徐 条 拉 讲 解 了 我 昨天 晚上 的 成 果 。 而 她 似乎 也 被 卷 入 了 那 首 毕 
业 终 曲 的 游 涡 之 中 ， 了 眼睛 周围 又 红 又 肿 。 
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“不 过 ， 再 准确 点 儿 说 的 话 ， 不 是 对 跟 整 数 对 应 ， 而 是 “由 互相 重 闭 
的 对 构成 的 集合 跟 “一 个 整数 ”对 应 。” 

后 屋 证 a 

“把 对 于 (a, 5) 这 个 对 进行 的 操作 看 成 对 于 a 一 5 这 个 整数 进行 的 操作 ………” 

隐约 的 香气 …… 

我 一 下 子 回头 ， 看 向 身后 。 

“你 这 么 急 着 回头 ， 是 怎么 了 啊 ? ”一 如 既往 的 、 冷 冷 的 声音 。 

站 在 我 身后 的 是 米尔 高 。 




















8.3.3 从 自然 数 到 整数 






































































































































































































































































































































“我 跟 鼻 鼻 被 叫 到 老师 办 公 室 去 了 。 ”米尔 嘉 说 道 ,“ 因 为 我 们 之 前 没 
打招呼 说 要 重 混 。” 

“ 喇 ? 你 们 挨 骂 了 吗 ?” 徐 条 拉 问 道 ,“ 明 明 弹 奏 得 那么 感人 ……… 

“倒是 没 怪我 们 ， 老 师 也 在 苦笑 一 一 话说 ,这 张 卡片 是 ?” 

我 把 “ 重 闭 的 对 ”的 卡片 递 给 米尔 嘉 ， 说 了 我 得 出 的 结论 。 

a 这 样 啊 。 可 是 ， 你 的 解释 有 点 无 聊 啊 。 

批评 开始 了 ! 

“不 过 , 把 与 (a,b) 重 县 的 集合 跟 a 一 b 作 同等 看 待 这 个 思路 , 很 好 啊 。” 

米尔 嘉 轻 轻 扶 了 扶 眼镜 ， 摇 了 摇头 。 

“为 什么 村 木 老师 要 用 下 面 这 种 定义 呢 ? 虽然 你 一 下 子 就 移 项 了 ……… ” 
(a,b)= (c,d) a+d=b+i+ec 

“是 有 什么 特殊 的 含义 吗 ?” 泰 条 拉 说 道 。 

“没有 那么 深奥 。 要 是 我 们 知道 整数 , 用 你 这 种 方法 也 可 以 。 可 是 , 比如 ， 





























假设 我 们 “ 装 作 不 知道 ”整数 吧 



































。 然 后 , 我 们 用 









































” 泰 采 拉 下 意识 地 


部 道 。 





然 数 的 组 合 来 新 定义 整数 。” 
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“要 是 我 们 只 知道 自然 数 ， 就 会 出 现 a 一 5 未 经 定义 的 情况 。 例 如 ， 
2 一 3 在 自然 数 范围 内 就 是 未 定义 的 。 因 此 ,用 a -5 来 定义 “ 重 登 "不 太 好 。 

es 原来 如 此 。 那 如 果 换 成 十 , 就 没关系 了 吧 ? ”我 也 下 意识 地 说 道 。 

“a+d 和 b+c 的 话 ， 在 自然 数 范 围 内 还 不 足以 达成 未 定义 的 条 件 ， 
所 以 我 们 可 以 放心 地 用 下 面 这 个 式 子 来 定义 “ 重 登 的 对 ”。” 
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(a,b) = (c, a) a+d=b+i+c 




















8.3.4 图 
“还 缺 一 点 。 你 完全 没 画 图 呀 。 
又 被 批评 了 ! 


















































“你 是 这 么 定义 对 的 和 的 。 米尔 嘉 说 道 。 





(a,b) (c,d)= (a+t+c,b+d) 








“要 是 我 ， 一 看 到 这 个 ， 就 会 想起 “矢量 的 和 ”……” 
米尔 嘉 总 是 把 向 量 叫 作 矢量 。 
“向 量 的 和 …… 啊 ， 确 实 如 此 。 它 跟 对 的 和 形式 完全 一 样 ! 































































































(a,b)++ (c,d)= (a+t+c,b+i+d) 














“学 长 学 姐 ， 我 越 来 越 跟 不 上 了 ……” 来自 于 泰 杂 拉 的 投诉 。 
“因为 a、b 是 自然 数 ， 所 以 先 在 第 一 象限 里 画 出 格 点 外。” 
米尔 嘉 拿 起 我 的 自动 铅笔 ， 在 笔记 本 上 画 出 格 点 。 































































































@D 数学 上 把 在 平面 直角 坐标 系 中 横 纵 坐标 均 为 整数 的 点 称 为 格 点 ( Lattice Point ) 或 整 点 。 坐 
标 平面 内 顶点 为 格 点 的 三 角形 称 为 格 点 三 角形 ， 类 似 有 格 点 多 边 形 的 概念 。 一 一 译 者 注 



































































































































































































































可 以 视 为 矢量 (a,5)， 也 可 以 视 为 对 
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b 么 我 们 也 就 能 明白 ， 
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y 人 

号 十 . . . . . 

4 十 . . . . . 

人 3 本 . . . . . 

2 十 . . . . 

LT . . . . . 

4-3-2-10| 1 2 3 4 52 

Ey 

一 2 十 

第 一 象限 里 的 格 点 

“z 坐标 是 w，y 坐标 是 六 的 格 点 五 

(a,5)。 那 么 ， 就 这 个 格 点 的 所 有 情况 的 集合 来 说 ,我 们 应 该 如 何 

表示 “ 重 县 ” 这 个 概念 呢 ? 如 果 能 用 图 表示 出 来 ， 导 

村 木 老师 为 什么 要 用 “ 重 琶 ”这 个 词 了 。 米尔 喜 说 道 。 

“ 啊 ， 这 点 我 也 很 在 意 。” 秦 条 拉 说 道 。 

“我 们 像 下面 这 样 把 重 欠 的 对 用 线 连 起 来 试 试 。” 
y 本 

5 7 7 je 

半 证 je 天 J je 

站 天 A 0 

2 oe je 到 je je 

1 “ee 

4-3-2-10| 1 2 3 4 52 

= 

一 2 十 

把 “ 重 释 ”的 对 用 线 连 起 来 











4、 会 
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认 ?! 重 倒 的 对 是 斜 着 排列 的 呀 !” 泰 条 拉 吃 了 一 尺 。 





























“原来 如 
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的 是 斜 癌 “ 重 登 ”的 吗 ?” 























我 说 道 ,“ 这 一 条 条 和 斜 线 对 应 着 重 县 的 对 的 集合 。 也 就 是 说 ， 一 条 和 斜 线 对 











应 一 个 整数 ， 对 吧 。” 


我 说 着 ， 在 斜 线 的 右上 方 写 下 了 整数 。 














yt 三 下 二 3 二 人 = 二 和 
ee Ea 站 ’ 
5 os es ef gf 
2 5 十 1 
二 Ea Ea# ’ / 
4 十 os es ef ef 
才 过: Ei * 十 2 
Ea * bE 
3 人 了 4 4 J 
/ / / 十 3 
及 识 . 
Ea Ea 六 EE - 
2 十 人 了 了 了 
2 / 7 7 十 种 
A R Ea 六 / 
1 二 o gf [有 o 人 
t | + t | + | | 上 一 ~ 
= 9 = 1 2 3 4 5 7 
= 
一 2 十 
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“要 写 的 话 ， 


份 孤独 所 衍 











米尔 需 从 我 的 手 








' 抢 过 

















E 的 产物 


这 么 写 比较 好 。” 








动 铅笔 ， 把 斜 线 向 左下 方 延 人 














= 二 = 一 | 


有 区 源 / 

















影子 斜 着 落下 的 位 置 是 对 应 的 整数 
































“HB 这 样 呀 。 往 工 稀 
数 上 …… 认 ? 等 一 下 。 如 果 
量 的 和 的 图 形 ， 然 后 观察 向 上 










































































列 如 ， 把 
2 的 位 置 。 



































然 。 把 格 点 上 志 





量 的 和 


上 射影 的 话 ， 影 





























就 会 刚好 落 在 对 应 的 整 
的 和 也 是 问 量 的 和 ， 








的 射影 ， 就 会 发 现 
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个 位 








.天 














的 和 和 斜 向 射影 的 话 ， 就 会 得 
(1,2) 十 (4,1) = (5,3) 射影 的 话 ， 影 





那么 我 们 随意 画 个 向 
已 正 是 向 量 在 x 和 旨 
到 整数 

就 会 刚好 沙 在 
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yt 
5 . . . . . 
4 二 . . . @ 

















-4 -3 -2 2 
Ey 
向 量 的 和 
y 4 
于 十 @@ @ . . . 
由 十 国 @ . . . 
-本 二 3 = 也 
一 2 十 





射影 后 ， 就 变 成 了 整数 的 和 





整数 的 和 一 一 区 区 的 加 法 运算 。 
然而 却 能 被 看 作 是 二 维 癌 量 的 和 的 “ 影 
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Ek 
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Dt 
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虽然 我 还 不 知道 这 个 发 现在 数学 上 有 着 什么 样 的 意义 ， 但 是 我 感到 
很 多 事物 是 相连 的 ， 是 紧密 地 联系 在 一 起 的 。 此 时 的 我 因为 太 过 感动 而 
说 不 出 话 来 。 而 且 ， 我 们 只 花 了 少许 工夫 举 出 具体 例子 、 思 考 
思考 ， 这 一 切 就 呈现 在 了 我 的 眼前 。 
“我 们 从 “ 重 受 的 对 ”继续 往 下 思考 ， 看 看 等 价 关 系 吧 。 米尔 嘉 说 道 。 
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8.3.5 ”等 价 关系 
看 看 等 价 关 系 吧 。 
我 们 把 由 所 有 对 构成 的 集合 称 作 S。 





















































S={(a,b)lae NAbEN} 

















然后 ， 在 集合 S 中 ， 














mh 
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全 关系 “三 ”已 被 如 下 定义 。 








(a,b)= (c,d) < a+d=b+i+c 






































自 反 律 、 对 称 律 、 传 递 律 的 性 质 。 
自 反 律 可 以 用 以 下 式 子 来 表示 。 



































(a,b) = (a,b) 














该 式 子 表示 的 是 ， 即 使 以 自身 为 对 象 ,“ 二 ”这 种 关系 也 能 成 立 
于 这 就 像 是 反射 在 镜子 里 似 的 ， 所 以 我 们 把 它 叫 作 自 反 律 。 
对 称 律 可 以 用 以 下 式 子 来 表示 。 





Le] 





































































































推出 
(a,b) = (c,d) (G0 (0 








该 式 子 表 示 的 是 ， 即 使 把 左边 和 右边 互 换 , “三 ”这 种 关系 也 成 立 。 
传递 律 可 以 用 以 下 式 子 来 表示 。 
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人 
B 可 以 到 C， 则 可 以 跳 过 
















































































































































































































































































































































































































































































该 式 子 表示 的 是 ， 如 果 由 A 可 以 到 B， 
! 间 的 B 直接 由 A 到 C。 
(a,b) = (c,d) (c,d) = (e, f) (a,b) = (e,f) 
A A 
由 A 到 B 由 B 到 CG 由 A 到 CQ 
反 律 、 对 称 律 、 传 递 律 合 起 来 叫 作 等 价 律 。 此 外 ,满足 等 价 律 的 
关系 叫 作 等 价 关 系 。“ 三 ”这 种 关系 也 属于 ! 等 价 关 系 。 
OO OO oo 
“这 三 个 性 质 不 都 是 理所当然 的 吗 ?” 泰 条 拉 问 道 ,“ 比 方 说 ， 这 三 个 
性 质 在 等 于 “=” 里 也 成 立 呀 。” 
“等 于 ” 是 等 价 关 系 ， 这 没 错 。” 米 尔 嘉 点 头 ,“ 因 为 原本 等 价 关 系 就 
是 把 等 号 创造 出 的 关系 一 般 化 而 得 来 的 。 等 价 关系 体现 的 是 “在 某 种 含 
义 上 相同 '。” 
米尔 嘉 往 上 推 了 一 下 眼镜 ， 继 续 说 道 : 
“我 来 举 个 不 是 等 价 关 系 的 例子 。 例 如 数 的 大 小 关系 “< "。 对 于 这 个 
关系 ,传递 律 成 立 ， 而 自 反 律 和 对 称 律 不 成 立 。 
x a<a 自 反 律 不 成 立 
x aa<b 人 一 D<w 对 称 律 不 成 立 
“站 和 专递 律 成 立 
“ 啊 ， 是 这 样 呢 。” 泰 和 打 拉 说 道 。 
“ 带 等 号 的 大 小 关系 “ 科 ” 则 是 自 反 律 和 传递 律 成 立 ， 对 称 律 不 成 立 。 
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议 ” 芒 过 裔 自 反 律 成 立 
x a<b>bl<a 对 称 律 不 成 立 
V a<bAb<cwagce 专递 律 成 立 
“ao 和 aa 成立: 吗 ?” 
“成 立 。 天 > ‘a<a 是 ‘aq<a 或 a 二 a 呀 。” 
“ 喔 也 是 啊 。” 
“那么 ， 徐 人 条 拉 我 问 你 ， 对 不 等 于 “ 关 ” 这 个 关系 来 说 ， 这 三 个 性 质 
! 的 哪 一 个 会 成 立 呢 ?” 
MN 姑 为 它 是 等 于 的 反义词 ， 所 以 这 三 个 性 质 都 不 成 立 ?” 
“回答 错误 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 不 能 赁 主观 印象 来 回答 。 必 须 逐 一 确认 
才 行 哦 ， 泰 休 拉 。” 
x azxa 反 律 不 成 立 
V ab 一 bza 对 称 律 成 立 
x QQ 天 DADb 天 c 人 一 ac 传递 律 不 成 立 
“0 对 称 律 成 立 呀 。” 泰 打 拉 说 道 。 
“等 一 下 。 我 播 了 句 嘴 “对 于 “ 关 ” 这 种 情况 , 不 是 “传递 律 不 成 立 ”， 
而 是 “传递 律 不 一 定 成 立 ” 吧 ? 因为 …… ” 
a 二 1,06 二 2,c 二 3 时 1 了 2 入 2 了 3 地 1 了 3 成 立 
a 二 1,0 二 2,c= 二 1 时 1 关 2 入 2 关 1 坊 11 不 成 立 
“这 里 是 我 没 说 明 Bs 米尔 嘉 说 道 ， “我 在 解释 反 律 、 对 称 律 、 传 
递 律 之 前 ， 应 该 事先 声明 “对 于 所 有 元 素来 说 ”这 个 前 提 的 。 也 就 是 说 ， 
只 要 对 于 一 个 元 素来 说 不 成 立 ， 那 就 是 不 成 立 。” 
“米尔 嘉 学 姐 …… ” 泰 洒 拉 小 心 翼 翼 地 举 起 手 ,“ 这 三 个 性 质 我 基本 
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明白 了 。 可 是 ， 刚 刚 学 姐 说 的 “把 等 号 一 般 化 ” 这 个 地 方 我 还 不 太 懂 。 因 
为 讨论 数字 的 时 候 ， 或 是 讨论 集合 的 时 候 ， 我 们 都 会 用 到 等 号 ， 这 本 来 
就 很 一 般 化 了 吧 ……” 
“等 价 关系 指 的 是 刚刚 说 的 满足 等 价 律 的 关系 。 换 名 话说 ,满足 等 从 
律 的 三 个 性 质 的 关系 都 可 以 看 作 是 等 价 关 系 。 从 等 号 具备 的 特殊 性 质 中 
提取 出 三 条 ， 和 寻找 具备 这 些 性 质 的 其 他 关系 ,例如 “对 重 释 " 这 种 关系 。 
因为 “对 重 登 " 这 种 关系 是 等 价 关 系 ， 所 以 能 适用 于 等 价 关 系 的 性 质 全 都 


39 















































































































































































































































于 “对 重 双 ”这 种 关系 。 
“等 一 下 ， 麻 烦 等 一 下 , 我 有 Daja vu 中 。 好 像 以 前 我 们 也 讨论 过 类 似 
的 op 类 








Ee 



























































“ 没 错 ! 把 满足 群 的 公理 的 运算 都 同等 看 等 成 群 …… ” 
“把 等 于 这 种 关系 拆 个 七 零 八 碎 ， 从 里 面 提取 出 三 个 特殊 的 性 质 ， 然 
后 构建 一 种 具有 这 些 性 质 的 其 他 关系 这 里 出 现 了 分 析 跟 综合 的 思路 。 
明白 么 ?” 

“分 析 跟 综合 ?” 

“分 析 一 一 Analyze,， 也 就 是 ' 拆 分 '。 综 合 Synthesize， 也 就 
是 “合成 '。 经 过 拆 分 、 合 成 ， 理 解 就 会 变 得 深入 且 有 趣 。” 

“ 靠 等 价 关系 能 办 到 些 什 么 呢 ? ”我 问 道 。 

“就 是 你 之 前 干 过 的 事 儿 。” 

“ 训 ? 我 干 了 什么 来 着 ?” 

“去 “ 除 ' 集合 了 呀 。” 
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@ 法 语 单词 ， 意 思 是 “ 既 视 感 ”， 也 可 译 为 “幻觉 记忆 ”， 指 人 在 清醒 的 状态 下 第 一 次 
见 到 某 场景 ， 却 感到 似曾相识 ， 是 一 种 常见 于 大 多 数 人 的 生理 现象 译 者 注 
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8.3.6 ” 商 集 
“去 “ 除 ” 集合 ?” 























“对 。 用 等 价 关系 去 除 集合 。 我 们 来 回忆 一 下 你 都 于 了 些 什 么 吧 。 由 
所 有 对 构成 的 集合 $ 里 包括 无 数 的 对 ， 你 用 等 价 关 系 “= " 把 "由 重 登 的 
对 构成 的 集合 ” 跟 “整数 " 互相 对 应 了 起 来 。 把 由 所 有 对 构成 的 集合 想象 
成 第 一 象限 里 的 格 点 , 把 由 重 倒 的 对 构成 的 集合 想象 成 斜 线 就 好 。 根 据 “ 格 
点 的 集合 ' 构成 “ 斜 线 的 集合 '， 就 相当 于 进行 除法 运算 。” 

































































































































































































































































合 除 以 等 价 关 系 ， 就 能 得 到 一 个 新 的 集合 。 我 们 把 这 个 新 的 集合 
叫 作 商 集 。 由 所 有 对 构成 的 集合 除 以 “三 ”， 就 能 得 到 一 个 以 “由 重 肥 的 
对 构成 的 集合 ” 为 元 素 的 商 集 。 我 们 如 下 表示 这 个 商 集 。 








































































































































































































这 个 符号 很 奇怪 。 总 之 呢 ， 这 个 符号 就 是 “集合 /等 价 关系 ”的 一 种 直 截 
4 



























































那个 麻烦 稍 等 一 下 。 关 于 这 个 商 集 S$/ = ， 我 完全 没有 具体 的 概 
念 啊 …… 画 在 图 里 是 斜 线 ， 那 么 从 数学 角度 来 说 又 是 个 什么 样 的 东西 呢 ?” 
“看 来 光 用 说 的 ， 还 是 讲 不 明白 啊 。 米尔 喜 说 道 ,“ 那 么 ， 我 用 外 延 
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{(3, 1) , (4, 2) , (5, 3) ,-… 































































































} 
{(2, 1) , (3,2) ; (4)3),…}， 对 应 十 1 
{(1,1) , (2,2), (3,3),…}， 对 应 0 
{(1,2) , (2,3);,(3, 沪 ,…}， 对 应 一 1 
{(1,3) , (2,4),(3,5),…}， ”对 应 一 2 
“原来 如 此 …… 构建 了 一 个 集合 的 集合 呀 。 
“用 集合 除 以 等 价 关 系 ， 从 而 构建 商 集 这 种 手法 很 常见 .” 
“ 星 …… 是 么 ?” 



























































“ 举 个 例子 ， 有 理 数 。 有 理 数 集 可 以 看 作 是 一 个 “元素 是 成 对 的 分 子 
和 分 母 的 集合 ” 除 以 “ 比 相 等 ' 这 个 等 价 关 系 而 得 到 的 集合 。” 


“ 啊 ! ”我 惊 道 ,“ 这 就 是 泰 茶 拉 之 前 说 的 那个 吧 。” 
CC 
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“ 效 ? 我 吗 ?” 泰 打 拉 用 手指 着 自己 ， 一 脸 困 惑 。 

“你 想 想 ， 你 不 是 说 过 吗 ? 对 的 性 质 一 外 项 之 和 等 于 内 项 之 和 ， 
跟 比 的 性 质 一 一 外 项 之 积 等 于 内 项 之 积 很 像 。” 

“ 喔 ……” 看 来 她 还 没 反应 过 来 。 























































































































“作为 商 集 的 有 理 数 肯定 会 是 这 种 形式 啊 ! ”我 往 笔 记 本 上 写 道 ，“ 那 么 ， 
革 


假设 把 分 子 、 分 母 的 对 写成 (分子, 分 母 )……” 
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+2,4)， (十 3, 6)， 
十 2,2)， (十 3, 3)， 

0,2)，( 0,3)， 
—2,2)， (一 3, 3)， 
{(—1,2), (~-2,4), (~-3,6), 
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SS 
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“ 徐 末 拉 你 注意 到 了 有 理 数 啊 。” 米 尔 嘉 说 道 。 
Le 只 是 觉得 对 跟 有 理 数 的 形式 很 相似 。 



































































































































米尔 嘉 说 道 。 
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“在 数学 领域 里 , 若 “形式 ” 相似, 则 “本 质 ” 也 相似 这 
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“用 比 相等 这 个 等 价 关 系 当 除数 的 想法 很 有 意思 呀 。” 我 说 。 












































“如 果 用 比 相 等 这 个 等 价 关 系 当 除数 …… ”米尔 吉 说 道 ， 
的 元 素 就 会 变 成 由 比 相 等 的 对 构成 的 集合 。 分 数 的 约 分 计算 遵循 “ 比 不 变 ” 
























































? 对 应 有 理 数 好 











HT 





的 原则 。 也 就 是 说 ， 约 分 这 种 计算 能 让 元 素 不 跳 H 


可。 本 


























































































































口 o 
“< 呵 .……， 这 么 说 来 确实 是 这 样 。” 泰 杂 拉 说 道 。 
“此 外 , 我 们 有 时 会 从 商 集 的 各 个 元 素 聚集 





























里 面 选 出 一 个 元 素 ， 这 个 元 素 叫 作 代表 元 素 。” 


“代表 元 素 ……… ” 秦 打 拉 重 复 道 。 






















































































“英语 叫 作 Representative。” 米 尔 嘉 说 道 。 


了 相同 元 素 的 








中 


“这 个 商 集 


上 由 比 相等 的 对 构成 的 
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“Represent 这 个 集合 的 元 素 ?” 泰 休 拉 问 道 。 

“对 。 如 果 我 们 想 把 "十 定义 为 商 集 的 各 个 元 素 之 和 ， 就 必须 先 
声明 答案 不 取 诀 于 如 何 选择 代表 元 素 。 也 就 是 说 , “十 " 必须 是 Well- 
Defined 思 的。 

“ 啊 …… 对 对 ， 昨 天 晚上 我 就 一 直 在 想 这 个 。” 我 说 道 。 

“除了 有 理 数 ， 商 集 还 有 很 多 种 。 例 如 整数 集 除 以 “ 除 以 3 而 得 到 余 
数 相等 ”这 个 等 价 关 系 后 得 到 的 商 集合 Z/3Z。” 

Z/3Z = { 
{:…， 一 6， 一 3，0， 十 3， 十 6,…}， 除 以 3 后 余数 为 0 
{5， 一 2，+1，+4，+7,…}， 除 以 3 后 余数 为 1 
| {一 4， 一 J， 十 2， 二 5， 十 8,…} ” 除 以 3 后 余数 为 2 

“把 ' 纪 /3Z’” 这 个 符号 里 的 “3Z' 视 为 表示 “无视 3 的 倍数 差异 ” 的 
等 价 关 系 的 符号 即 可 。" 米尔 嘉 说 道 ,“ 除 此 之 外 ,我 们 还 能 想 出 很 多 关 
于 商 集 的 例子 。 例 如 ， 由 我 们 学 校 里 所 有 学 生 构成 的 集合 除 以 “同年 级 ， 
这 种 等 价 关 系 ， 就 能 得 到 以 “由 同年 级 的 学 生 构成 的 集合 ”为 元 素 的 商 集 。 
这 个 商 集 有 三 个 元 素 ， 分 别 是 “全 体高 一 学 生 的 集合 “全 体高 二 学 生 的 
集合 ”全 体高 三 学 生 的 集合 " 。 

“学 长 ! 米尔 嘉 学 姐 ! 我 有 个 重大 发 现 ! ” 

泰 打 拉 喧 道 。 

“你 发 现 什 么 了 ? ”我 问 道 。 徐 条 拉 说 的 “发 现 ” 一 般 都 跟 数 学 上 的 重 
大 发 现 相关 ， 因 此 不 可 小 凯 。 

“ 难 不 成 ……. 难 不 成 村 木 老 师 想 跟 我 们 玩 个 文字 游戏 ,不 是 “Peano 
Q@ 意 为 代表 。 一 一 译 者 注 
@ 意 为 定义 明确 。 一 一 译 者 注 
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份 忆 











[是 “Pair No 


下 沉默 无 声 。 




















ed 
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， 是 这 样 的 














8.4.1 两 个 人 的 晚饭 
“ 妈 ， 上 晚饭 吃 哈 ?” 


-< 
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“和 希望 并 非 如 此 啊 。” 米尔 过 冷 冷 地 说 道 。 


香气 迎面 扑 来 。“Buona Sera@1” 
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现在 是 晚上 。 等 了 许久 都 没有 开饭 ， 于 是 我 跑 到 和 餐桌 前 问 道 。 

今天 你 爸 说 不 回来 吃饭 ,我 没什么 心情 做 ……” 我 妈 说 道 “ 这 样 吧 ， 
我 们 也 偶尔 出 去 吃 一 顿 吧 。 咽 …… 8 意大利 餐 。 

我 妈 带 着 我 ， 开 了 30 分 钟 车 ， 来 到 了 一 家 位 于 郊外 的 餐厅 。 菜 看 的 





























招呼 声 很 洪亮 。 









































































































































































































































朗 热 情 的 意大利 人 




































































包围 了 我 们 。 我 妈 点 了 海鲜 意大利 面 和 沙拉 ， 我 点 了 披 耶 。 

“ 糖 了 ， 虽 们 开车 来 的 ， 喝 不 了 红酒 呀 ! ” 

“禁止 酒 后 开车 。” 我 说 。 我 妈 听 到 后 一 脸 不 情愿 。 
8.4.2 ”一 对 翅膀 

在 等 待 上 菜 的 这 段 时 间 里 ， 我 四 下 看 了 看 店内 。 既 有 情侣 一 起 的 ， 
也 有 全 家 人 一 起 的 。 吉 他 的 伴奏 声 非常 大， 但 并 不 让 人 感到 难受 。 店 里 





“Pair No 算术 ”的 说 法 与 
思 是 “的 "。 因 此 “Pair No 算术 ” 意 即 “对 的 算术 ”。 此 处 是 一 种 谐音 ， 





同 的 文字 游戏 。 




















@ 意大利 语 ,“ 晚 上 好 ”的 意思 。 一 一 译 者 注 


译 者 注 

















语 有 关 ， 其 中 的 No 即 








语 单词 
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[D9] 的 罗马 字 拼 写 ， 
即 音 同 词 不 





by 
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的 伙计 围 在 对 面 的 桌子 边 ， 唱 双 
“ 呀 ， 披 萨 好 像 烤 好 了 。 
我 使 劲 嗅 着 香味 儿 说 道 。 
“说 起 来 ， 你 从 小 鼻子 就 好 使 …… 可 惜 闻 不 到 自己 身上 的 味 儿 。 你 

尿 裤 了 次 到 

“ 别 说 啦 ， 妈 !” 

“不 过 ， 现 在 你 马上 就 上 高 三 了 …… 时 间 过 得 真 快 呢 。” 


[ny 
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日 快乐 歌 。 
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我 是 为 了 什么 而 学 习 呢 ? 
虽然 有 人 常 说 “年 轻 人 身上 潜藏 着 无 限 的 可 能 ”， 但 时 间 是 一 维 的 。 
要 把 哪 种 可 能 性 射影 到 自己 的 时 间 上 呢 ? 我 们 必须 作出 选择 。 
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“什么 事 ? " 我 妈 抬 起 头 问 我 。 她 正在 研究 甜品 菜单 。 
“我 …… 在 干什么 呢 ?” 
“中 漂亮 的 老 妈 吃 饭 。 







































































































































































































































































“总 感觉 …… 有 一 种 要 从 悬 炭 上 摔 下 来 的 心情 ， 明 明 什么 都 还 没准 
备 好 …… 可 是 还 有 一 个 月 就 上 高 三 了 ， 还 差 一 年 就 高 考 了 。 日子 过 一 天 ， 
我 就 离 悬 崖 近 一 点 地 面 在 慢 慢 消失 。 我 该 怎么 走 呢 ?” 

“ 往 天 空 飞 ? ”我 妈 说 道 ,“ 如 果 没 有 地 面 ， 往 天 空 飞 就 好 啦 。 

“ 认 ?” 

“ 啦 喻 啦 噶 "挥动 两 只 翅膀 的 话 ， 就 能 飞 起 来 。 你 可 能 不 信 ， 但 是 









































你 能 飞 。 左边 和 右边 ， 有 这 人 么 一 对 对 膀 就 足够 啦 。 悬 崖 不 就 是 为 了 飞翔 
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而 存在 的 么 。 你 在 害怕 什么 呢 ?” 

“学 校 的 成 绩 再 怎么 好 ， 也 不 行 啊 ! 我 ……” 

“ 跟 成 绩 什么 的 没关系 。 你 是 我 生 的 。 你 开始 走路 那 会 儿 ， 我 还 记得 
很 清楚 。 你 摔 倒 过 好 几 千 次 ， 还 记得 吗 ?” 

“怎么 可 能 记得 啊 !” 

“在 你 会 走 之 前 , 摔 倒 了 多 少 次 啊 ……: 可 是 你 现在 先 迈 右 脚 后 迈 左 脚 ， 
迈 完 左 脚 迈 右 脚 ， 很 自然 地 在 走 着 啊 。 明 白 吗 ”你 不 要 紧 的 。 因 为 没准 
备 好 所 以 担心 ? 说 什么 呢 ， 人 生 就 是 要 勇敢 冲撞 尝试 呀 !” 

我 妈 用 拿 在 手 里 的 菜单 隔 着 桌子 裔 了 一 下 我 的 头 。 

“ 尽 全 力 去 拼 吧 ! 不 要 紧 ， 你 肯定 能 走 稳 ， 肯 定 能 飞 起 来 。” 

我 妈 这 一 席 话 支离破碎 , 从 滥 辑 上 来 讲 含 义 也 不 明确 ,但 不 可 思议 的 是 ， 
我 的 心 居然 恢复 了 平静 。 因 为 是 妈妈 说 的 话 么 ? 
“人 的 一 生 ， 会 遇 到 各 种 各 样 的 事 。 你 三 岁 那 年 冬天 ， 有 天 夜里 下 
大 雪 ， 你 发 着 高 烧 ， 咳 得 很 厉害 , 差点 死 控 了 。 下 着 大 暴雪 ,车 都 开 不 动 ， 
你 爸 也 还 没 回 家 。 你 妈 我 啊 ， 就 背 着 你 一 直 走 到 了 邻 镇 的 医院 …… 到 医 
院 的 时 候 我 已 经 跟 雪人 没 两 样 了 ， 还 问 人 家 “这 里 是 八 甲 田山 卫 吗 "。” 

这 故事 我 已 经 听 过 好 多 回 了 。 连 “这 里 是 八 甲 田山 吗 ” 这 句 话 都 一 模 
样 。 我 平常 总 是 说 “ 够 啦 ， 别 再 讲 啦 ”…… 可 是 今天 听 起 来 ， 却 似乎 有 
一 点 不 一 样 。 

菜 上 来 了 。 

“来 ， 我 们 吃 吧 !” 

我 往 披萨 上 浇 上 掺 了 辣椒 的 橄榄 油 ， 咬 了 一 口 。 

好 吃 极 了 。 
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@ 日 本 青森 县 中 部 火山 群 的 总 称 ， 以 高 和 险峻 、 严 寒 冰 冷 著 称 。 译 者 注 
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8.4.3 无 力 考 试 


饭菜 快 吃 完了 ， 我 妈 再 次 拿 起 甜品 菜单 。 


“这 个 看 起 来 很 好 吃 ! Torta Cioccolata 好 像 是 巧克力 扑 ，Crema 















































Catalana 应 该 是 法 式 焦 糖 布丁 吧 。 甜 品 菜 单 上 得 配 照片 才 行 啊 ， 只 有 





文字 说 明 ， 哪 


“是 啊 。” 


“你 需要 无 力 考 试 啊 。” 我 妈 眼 都 没 抬 ， 继 续 看 着 菜单 说 道 。 
“无 力 考试 ? ”什么 意思 啊 ? 















































知道 是 什么 样 的 呀 。 






















































































“ 跟 实 力 考 试 相反 的 无 力 考 试 。 你 干 嘛 要 一 个 人 绷 得 死 紧 ? 你 得 加 把 


劲 好 好 放松 才 
“大 家 ?” 


“ 没 想 至 





[= 


眼光 的 。 对 了 


“拉倒 吧 ， 


尔 小 时 候 那 么 认 生 ， 现 在 倒 还 挺 抢 手 的 呢 。 这 帮 女 生 也 插 有 











行 。 大 家 都 非常 喜欢 你 。 















































? 下 次 带 着 她 门 一 起 去 忽 风 吧 ? ZN 9 和 定 逢 欢 5 ~o ” 
拜托 你 不 要 自作 主张 啊 。 我 说 道 。 
















































































“ 老 妈 我 来 开车 ， 副 芍 驶 给 米尔 需 坐 。 泰 沙拉 跟 和 盈 鼻 ， 还 有 万 里 也 




















想来 吧 。 咽 嗯 


“ 那 我 华表 





























由 























， 你 看 ， 坐 五 个 人 刚好 不 是 吗 ?” 
EB 儿 啊 ?1” 











数学 ， 是 一 门 给 不 同 东 西 赋予 相同 名 字 的 艺术 。 
一 庞 加 莱 
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令 人 迷惑 的 螺旋 楼 梯 





我 们 ， 是 通过 螺旋 来 到 这 个 世界 的 。 
人 但是， 我们 原本 ， 是 属于 地 球 的 。 
一 一 著 尾 望都 《马赛 克 … 螺旋 》 





















































我 妈 一 边 倒 着 条 一 边 说 道 : 




































































“话说 回来 ， 之 前 在 游乐 场 ， 米 尔 嘉 她 ……” 
我 妈 这 句 话 让 尤 里 一 下 挺 直 了 身子 。 















































“游乐 场 ? 米尔 嘉 大 人 ?” 尤 里 看 看 我 ， 又 看 看 我 妈 。 
“上 次 我 们 出 去 玩 儿 来 着 。” 我 说 道 。 


“你 都 没 跟 我 说 ! 米尔 嘉 大 人 跟 哥 哥 ， 两 个 人 去 的 ?” 




















































































































人 称 尾 望都 ， 生 于 1949 年 ， 日 本 漫画 家 ， 女 子 美术 大 学 客座 教授 ,代表 作 有 《天 使 心 》 
与 4《 波 族 传奇 》 等 。 译 者 注 
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我 妈 感 觉 气 氛 很 不 妙 ， 一 下 子 同 回 了 厨房 。 
妈 ， 你 不 要 扔 了 个 手雷 就 开 溜 啊 …… 
“你 说 …… 为 什么 不 把 人 家 也 带 上?” 

“ 那 下 次 我 们 一 起 去 玩 呐 。” 我 说 道 。 
ee 不 相信 你 。” 尤 里 拿 怀 疑 的 眼光 瞳 着 我 。 

就 这 么 你 一 句 我 一 句 地 说 着 说 着 ， 尤 里 的 话 慢 慢 地 变 少 了 。 我 回 到 























































































































五 









































自己 屋 里 ， 她 也 默 不作 声 地 跟 了 进来 。 


























一 个 循环 。 
尤 里 板 着 脸 ， 一 直 不 说 话 。 
“有 什么 不 满 就 说 出 来 呐 。” 我 说 道 。 


“你 不 说 我 哪 知 道 啊 。” 
































































































































“你 就 自己 阅 别 扭 去 吧 。" 我 转 过 身 面 向 蝎子 。 












































尤 里 沉默 着 ， 用 双手 来 回 摇晃 着 我 的 椅子 。 
我 深 深 叹 了 口气 ， 转 头 看 向 她 。 
然后 又 回 到 了 “循环 ”的 状态 。 







































































种 
Eu 
ri 


眼 尤 里 之 间 的 这 种 毫 无 成 果 的 交流 持续 了 约 20 分 钟 。 
对 于 这 种 来 来 往往 没有 上 限 的 循环 ， 我 彻底 认输 了 。 真 没 办 法 呀 。 
“是 我 不 好 ， 没 经 你 同意 就 去 游乐 场 玩 儿 ， 对 不 起 。 

我 为 什么 非得 道 蒜 啊 。 
“……” 她 晨 了 我 一 眼 。 

“ 呵 ， 对 了 ,我 想起 一 件 好事 儿 ,“ 米 尔 喜 正在 考虑 春 假 的 活动 呢 。 
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还 记得 不 ， 说 是 要 讲 我 们 以 前 说 过 的 那个 “ 哥 德 尔 不 完备 定理 " 。 她 让 我 
也 把 你 叫 上 。 



























































































































































Se 真 的 ? ” 

哟 ， 上 套 了 。 

“ 真 的 真 的 。 她 肯定 是 跟 我 们 讲 哥 德尔 不 完备 定理 。” 
“ 唔 …… 那 我 就 看 在 米尔 嘉 大 人 的 份 上 原谅 你 吧 。” 
尤 里 神气 十 足 地 点 点 头 。 






































唉 ……: 真是 让 人 喘 笑 不 得 ， 女 生还 真 麻烦 啊 。 



































9.1.2 三 角 函 数 

， 我 想 让 你 教 我 sin 和 cos 噶 ! ” 

她 突然 换 成 了 撒娇 般 的 猫 语 。 

“可 以 倒是 可 以 …… 你 课 上 学 到 了 ?” 

“老师 在 课 上 的 剩余 时 间 里 ， 讲 了 一 点 正弦 曲线 。 不 过 我 没 听 明 白 。 
“原来 如 此 。” 
“ 放 了 学 ， 我 找 喜欢 数学 的 朋友 问 了 ， 不 过 还 是 没 明 白 。 那 家 伙 讲 到 


加 
四 
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最 后 总 是 发 脾气 , 然后 就 不 说 了 。 人 家 说 没 明白 , 他 却 反 过 来 怪人 家 ……: 
我 们 总 是 吵架 。” 

“ 哦 ……. » 

“还 是 哥哥 你 最 好 了 ! 所 以 说 ，sin、cos1” 

“好 ,好 2a” 






































我 一 翻 开 笔记 本 ， 尤 里 就 从 胸 前 口袋 里 拿 出 眼镜 戴 上 了 。 

















It 
























































“我 用 单位 圆 来 讲 吧 。 单 位 圆 就 是 半径 为 1 的 圆 。 









































我 画 了 一 个 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 。 
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“单位 圆 。 尤 里 复述 道 。 
“假设 圆周 上 存在 一 点 P， 我 们 把 下 图 里 的 这 个 角度 称 为 6， 读 作 “ 西 
塔 ”。” 
vt 
P 
0 

O zr 

“西塔 ? 939 




















“9 是 一 个 希腊 字母 。 不 过 ， 现 在 我 们 只 要 把 它 当 成 一 个 表示 角度 的 


字母 就 行 了 。 表 示 角 度 的 时 候 经 常会 用 到 它 。” 
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“知道 了 ， 你 说 它 叫 西塔 ， 那 就 叫 西塔 吧 。” 
“点 书 在 圆周 上 运动 的 时 候 ， 角 9 会 随 之 变化 ， 对 吧 ?” 
“是 这 样 。” 


“相应 地 ， 点 书 的 y 坐标 也 会 发 生变 化 。 
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“这 个 当然 啦 。 因 为 点 互 的 y 坐标 是 忆 的 高 度 嘛 。” 


“如 果 9 的 实际 度数 能 确定 ， 那 么 y 的 数值 也 就 能 确定 。” 
















































































































































































“ 当 点 卫 在 单位 圆 的 圆周 上 运动 时 , y 的 值 会 随 着 0 的 变化 而 发 生 


什么 样 的 变化 呢 ? 我 们 把 这 种 “表示 9 与 y 的 对 应 关系 的 函数 ” 叫 作 sin 
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座 ?” 这 就 是 sin、cos 的 sin?” 


























“ 没 错 。 如 果 0 能 确定 ， 那 么 点 了 的 y 坐标 也 就 能 确定 。 我 们 把 3 
y 写成 下 面 这 样 。” 


























[ 量 
了 
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“y 等 于 sin 9。 根 据 角 9 来 确定 y?” 
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a 哦 哦 2 原来 这 么 简单 呀 o ” 
“就 是 这 么 简单 啊 。” 








9.1.3 sin 45° 
“ 那 cos 是 什么 呢 ?” 
“在 谈 cos 之 前 ， 我 们 来 研究 一 下 sin 的 具体 值 。 比 方 说 ， 当 0 为 0? 















































的 时 候 ，sin 9 是 多 少 ?” 
“ 呆 应 该 是 0 吧 ? ”万 里 想 了 想 回 答 道 。 


“ 没 错 。 因 为 当 0 等 于 0" 时 ，y 等 于 0。 














































































































“是 呢 。 点 乙 在 zx 轴 上 嘛 。 
“对 。 也 就 是 说 ，sin 0” = 0。” 
“人 家 已 经 明白 了 啦 。” 

“ 当 0 等 于 90° 时 ，y 等 于 1。 








sin90"=1 











“这 个 时 候 ， 点 了 在 圆 的 最 上 方 ， 是 吧 ?” 
“ 没 错 。 在 这 里 ,我 们 假设 9 从 0° 到 360° 转 了 一 圈 ， 此 时 sin 9， 


也 就 是 y,， 会 在 什么 范围 内 移动 呢 ?” 你 知道 吗 ?” 


贺 
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Tz 弧 度 


9 
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9 证 


0 = 180° 














中 - 
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“9 会 在 0 跟 工 之 间 移 动 …… 啊 ， 不 对 ! 还 有 负数 呢 ! 
8 咽 咽 。” 
































“因为 是 “ 啉 ” 地 一 下 上 去 再 “ 鸣 ” 地 一 下 下 来 ， 所 以 y 的 值 在 1 跟 一 1 


























—l<singG<1 


“ 没 错 。sin 270" 是 -1，sin 90? 是 1。 
“人 家 都 说 已 经 明白 了 啦 ! ” 
万 里 的 语气 里 透 出 些许 焦 蹊 。 她 解 开 马 尾 状 ,重新 扎 好 头发 。 喷 ， 
尤 里 的 头发 还 真是 长 啊 。 
ss 那 你 知道 sin 45” 是 多 少 吗 ? ”我 问 道 。 
“ 译 ? 它 是 sin 90° 的 一 半 ， 所 以 是 寺 吧 ?” 
“不 是 哦 。 你 从 刚才 那 张 图 里 找 找 0 = 45° 的 情况 看 一 下 。” 
“ 咽 曙 和 … 啊 , y 要 比 志 稍微 大 一 点 噶 ! 7” 
“ 尤 里 你 的 话 ， 应 该 能 精确 求 出 sin 45° 的 1” 
量 角 帘 的 工具 吗 ?” 
“不 不 ， 用 计算 来 求 。 你 想象 一 下 正方 形 的 对 角 线 就 行 了 。” 
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的 …… 边 长 ?” 











度 为 1 的 正方 





自 线 的 长 





























“加 .………. 是 对 9 
， 这 就 是 y! 你 的 答案 是 ?” 








a sD, 不 对 ， 


尔 是 怎么 算 的 ? 
? ” 尤 里 说 道 。 






























































是 

没 错 啦 。 利 用 勾 股 定理 
根据 勾 股 定理 

为 OP = 1， 所 以 平方 后 还 是 1。 















































OF + PH’ =0OP’ 
OF +PH =1 天 
OF +y =1 
+=1 为 OH =y 
` 算 左边 


2 二 
j 边 同时 除 以 2 
为 y > 0， 所 以 y 是 3 的 正 的 平方 根 





于 为 PH=y 
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好 同时 乘 以 2 
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MP 
本 
ex 





二 
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FN 
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[SS 








J 以 移 到 V 的 外 巴 


说道,“ 如果 正 方形 的 
个 正方 形 除 以 V2 就 行 了 。 
手 同 时 乘 以 W2 ,就 





方 数 
的 边 长 为 1， 对 


| 
MD 
已 
FS 
受 
法 
五 























“| 
MP 
| 一 | 


























UL 



































g 么 算 的 。” 万 号 
巴 对 角 线 变 成 1 ， 
巴 ? 给 分 


或 亏 ， 对 1 























“上 咕 …… 我 不 是 
外 线 不 就 是 V2 么 ?要 想 提 
样 正 方形 的 边 长 就 会 变 





















































于 1.4 哦 。 























也 可 以 的 。 对 了 ，V 2 约 等 
于 2。 


息 ， 这 竹 
巴 1.4 平方， 就 是 1.42 =1.96。 也 就 是 说 ，1.42 约 等 ] 
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” 尤 里 点 点 头 。 

“所 以 ，x2 约 是 1.4 的 一 半 ， 约 等 于 0.7。” 

“ 喔 喔 ， 原 来 如 此 。” 

这 样 一 来 ， 我 们 就 能 求 出 sin 45? 的 值 了 ， 它 约 等 于 0.7。” 
“ 噢 ， 原 来 如 此 ……” 

再 精确 点 的 值 就 是 V2 = 1.41421356.…. ， 我 们 可 以 这 么 写 。” 








| 
毅 
OO 





































































































V2 _ 1.41421356..- 


in45” = 
sin 本 5 


= 0.70710678.…- 





























“ 叶 来 如 此 。 原 来 我 们 能 自己 计算 出 sin 45” 啊 。 























9.1.4 sin 60° 
“ 那 你 知道 sin 60° 是 多 少 吗 ? ”我 问 道 。 


TR 就 是 求 下 面 这 个 y 喘 。” 
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“对 对 。 你 注意 到 什么 没有 ?” 



































尤 里 认真 地 采 着 图 看 。 
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旨 头 挠 了 挠 鼻尖 ， 自 言 自 语 说 了 名 “不 对 ……”。 
里 越 来 越 不 服输 了 啊 。 
“是 这 样 的 ， 对 吧 ? 我 明白 了 。” 
里 抬 起 头 。 图 上 多 画 了 两 个 点 一 一 4 跟 Q。 
而 
es x 
ya 
6o | 
Ol~i7@ 4 2 

“ 喔 ， 挺 好 的 嘛 。 

“这 是 正三 角形 ， 对 吧 ?” 

“ 没 错 。 人 POA 是 正三 角形 。 因 为 边 OP 跟 边 04 是 圆 的 半径 ， 所 以 
长 度 相等 。 也 就 是 说 ，ZOPA 跟 ZO0AP 相 等 。 又 因为 <POA 等 于 60"， 
而 三 个 角 ZOPA、ZLOAP、ZLPOA 的 和 是 180"， 所 以 到 头 来 三 个 角 都 
是 60" ， 因 此 是 正三 角形 。 

“对 对 。” 尤 里 说 道 ,“ 所 以 ， 咽 …… 如 果 从 上 面 的 顶点 笔直 地 癌 
下 引 一 条 直线 ， 就 能 构成 站 8 形 APOQ@。 然 后 ， 因 为 边 O9 是 边 
GO4 的 一 半 ， 所 以 是 寺 。 因 此 y 的 值 取 12 一 (六 )* 的 平方 根 ……” 

尤 里 往 笔 记 本 的 一 角 读 乱 地 列 着 式 子 ， 计 算 着 。 

“我 明白 了 。PG = sin60" = 容 ! 

“ 喝 ， 很 好 。 医 














为 V3 约 等 于 1.7， 所 以 sin 60? 约 等 于 0.86。” 
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“我 们 能 知道 精确 的 值 么 ?” 尤 里 问 道 。 
精确 点 的 值 就 是 V3 = 1.7320508.… ， 我 们 可 以 这 么 写 。 













































































V3 1.7320508... 























































































































































































































sin60" = ~ = = 0.8660254.…. 
Se 过, 万 里 , 你 在 笔记 本 上 计算 的 时 候 把 式 子 写 开 一 点 , 别 写 得 那么 挤 ， 
在 本 子 角落 里 写 得 密密麻麻 得 可 不 行 。 
奥 » 
“我 说 的 这 点 很 重要 啊 。 然后 , 我 们 就 能 马上 得 出 sin 30° 的 值 了 。” 
“ 族 ? 为 什么 ? 啊 ! 明白 了 ， 明 白 了 ! 把 正三 角形 放 倒 ， 用 90? - 60° = 
30° 不 就 行 了 嘛 。 哥 如，sin 30° 的 值 是 3 吧 ?” 





























Sy 








i 1 
sin30° 三 -三 
2 


























“ 咽 ， 很 好 。 这 样 我 们 就 知道 9 分 别 为 0", 30°, 45°, 60°, 90° 时 的 sin 0 
的 值 了 。 当 角度 超过 90? 时 ,我 们 就 要 利用 对 称 性 。” 
“不 明白 什么 意思 。 对 称 性 ?” 
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“因为 圆 是 左右 对 称 的 , 所 以 sin 120° 等 于 sin 60"。 看 了 下 面 这 张 图 


你 肯定 就 会 明白 意思 了 。” 



















































































yt 








Sy 





























“ 虽 喔 ， 这 样 啊 。 已 的 y 坐标 等 于 已 的 y 坐标 …… 也 就 是 说 ， 
sin 120” 等 于 sin 60", 对 吧 ? 原来 如 此 。 那 剩 下 的 不 就 都 能 求 出 来 了 吗 ? 
超过 180° 的 话 ， 加 上 个 负 号 就 行 了 。” 
“对 对 。” 
我 又 重新 画 了 张 图 ， 将 那些 能 马上 求 出 sin 值 的 点 标注 在 了 圆 上 。 
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9.1.5 正弦 曲线 


今 


人 迷惑 的 螺旋 楼 梯 
































“ 喂 喂 ， 话 说 ， 还 不 讲 正 绢 



































线 呀 ? 


9 9 












































































































































“ 族 ? 你 以 为 我 们 是 为 了 什么 才 计算 sing0 的 ?” 
“为 了 什么 啊 ?” 
“为 了 面 正弦 曲线 。 我 们 列 个 9 跟 sin 0( 即 y) 的 关系 表 吧 。 
0 0° 30° 45° 60° 
sin O 0.0001.. 0.500. .0.707.… 0.866.……. 
0 90° 120° 135° 150° 
Sin 0 1.000:1.. 0.866::. 0.707.:.. 0.500..:: 
“ 喔 喔 。” 万 里 点 点 头 。 
“超过 180° 以 后 ， 加 个 负 号 就 行 了 。” 
0 180° 10° 225° 240° 
Sin O —0.000... —0.500.:. —0.707... —0.866.:: 
0 270° 300° 315° 330° 
Sin O 一 1.000. :一 0.866.. —0.707... —0.500..:: 
“ 咽 咽 。” 
“然后 ，sin 360° 就 会 回 到 0。 你 看 出 正弦 曲线 了 没 ?” 
“怎么 回 事 ?” 尤 里 问 道 。 
“这 么 回 事 。” 我 画 了 张 图 ， 把 各 个 点 标注 了 出 来 。 
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Wa 
lr---- 人 
@ @ 
@ @ 
O 1 180” 270” 360” 
1 . - 章 
90° I 0 
@ | @ 
国 | @ ® 
1 SE 
标注 出 (0, sin 9) 的 点 
“ 噢 ! 噢 噢 ! 这 是 …… ” 尤 里 探 出 身子 。 
“对 对 。 把 这 些 点 流畅 地 连接 起 来 的 话 ……: 


















































正弦 曲线 






































“正弦 曲线 出 来 了 哟 ? 不 好 意思 哥哥 ,我 不 明白 。 虽 说 刚才 我 
们 画 的 单位 圆 跟 这 个 正弦 曲线 形状 不 一 样 ， 不 过 我 想 间 一 下 ， 它 们 是 同 




































































































































































“ 尤 里 你 把 看 图 的 基本 方法 给 忘 了 么 ”看 图 的 时 候 要 注意 数 轴 。 刚 刚 


是 z， 纵 轴 是 y， 因 此 这 个 单位 圆 表示 的 是 x 
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跟 y 的 关系 。 在 我 们 刚刚 画 的 正弦 曲线 里 ， 横 
是 0 跟 y 的 关系 ， 也 就 是 说 ， 是 下 面 这 样 。 




















由 是 46。 正弦 曲 线 
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。 单 位 圆 是 将 点 的 运动 看 作 是 “zx 和 y 的 关系 ”而 画 的 图 
。 正弦 曲线 是 将 点 呈 的 运动 看 作 是 “9 和 y 的 关系 ”而 画 的 图 




































































“原来 如 此 噶 ! 正弦 曲线 …… 我 好 像 明白 一 点 了 。” 
那 就 好 。 我 点 点 头 。 
“有 一 点 我 很 在 意 ， 就 是 在 单位 圆 的 图 上 能 看 得 到 z, %, 90， 但 是 在 正 
弦 曲 线 的 图 上 就 只 能 看 到 9 跟 y 一 一 算 了 , 先 不 说 这 个 。 那 个 …… 哥哥 。 
盛 里 慢 慢 摘 下 眼镜 ， 把 眼镜 腿 县 好 。 
然后 ， 她 字 鞋 句 酌 地 开口 道 ; 
“人 哥哥 ， 人 家 还 明白 了 一 件 事 。 这 件 事 跟 数 学 无 关 ， 跟 我 






























































































































































































































































































































































习 己 有 关 。 哥 哥 ， 我 好 像 太 着 急 往 前 赶 了 。 比 如 刚刚 ， 我 听 完 了 sin 就 
马上 想 听 cos…… 总 是 着 急 民 惰 地 想 往 前 赶 。 

“着 急忙 惰 ?” 

网 怎么 说 呢 ， 要 是 我 能 “咯咯 ' 地 理解 ， 就 会 想 “我 明白 啦 ， 
往 下 讲 吧 '; 要 是 我 不 能 “ 啊 啊 ”地 理解 ， 就 会 想 “ 麻 烦 死 了 ,， 别 再 讲 啦 ”。 































































































“ 没 必 要 着 急 呀 。 因 为 数学 是 经 过 成 百 上 干 年 才 发 展 到 现在 这 个 样子 的 。 
各 个 时 代 最 杰出 的 人 物 绞 尽 了 脑 汗 呢 …… 在 现在 的 数学 书 上 写 着 的 符号 、 
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式 子 和 思路 产生 之 前 ， 数 学 家 们 应 该 是 在 一 条 我 们 无 法 想象 的 漫长 道路 
上 剖 敬 着 。 所 以 ,我 们 一 下 子 看 不 明白 也 不 要 紧 。 倒 不 如 说 ,不 明白 可 






















































































“不 明 r 岂 行 吗 ?” 
“ 比 感觉 自己 明白 了 强 得 多 。 也 就 是 说 ,懂得 “这 本 数学 书 上 写 的 内 
容 可 能 是 这 个 意思 ， 不 过 实际 上 ， 我 自己 条 搞 明 白 ” 就 行 。” 
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9.1 37 弧 度 293 
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“就 是 说 持续 燃烧 下 去 的 爱情 ， 要 比 剧 烈 燃烧 却 立 即 消失 的 恋情 








要 喘 。” 
“你 在 说 什么 ?” 
“ 先 不 说 这 个 ， 赶 紧 给 人 家 讲 cos 嘛 ~” 
“sin 是 0 和 Y 的 关系 ， 对 吧 ? cos 就 是 0 和 z 的 关系 。” 
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“ 接 下 来 你 就 自己 研究 看 看 吧 。 
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Bl 

































































“呵呵 ， 哥哥 小 日 真 够 意思 。 


























y= 二 sin9 和 w= 二 cos 9 的 关系 
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9.2 3 弧度 
9.2.1 弧度 

ei 就 这 样 ， 我 给 尤 里 讲 了 正弦 函数 。” 我 说 道 。 

“sin、cos…… 我 对 三 角 函 数 特别 头疼 。” 泰 末 拉 说道 。 

现在 是 午休 时 间 。 我 跟 泰 人 条 拉 在 天 台 上 吃 着 午饭 ， 上 晴空 万 里 。 明 天 
是 结 课 典 礼 ， 后 天 就 开始 放 春 假 了 。 

“是 吗 ? 我 还 以 为 你 理解 得 很 透彻 呢 。” 

“有 些 地 方 的 确 是 理解 了 ， 但 是 说 不 上 “完全 理解 ……… ” 

“不 不 ， 就 算是 数学 家 也 没 人 敢 说 “完全 理解 呀 。” 

“那个 我 有 一 种 “实际 上 ， 我 并 没 搞 明白 ”的 感觉 。 

“比如 说 呢 ?” 

“比如 说 ， 在 学 三 角 函 数 之 前 学 过 的 弧度 ……: ” 

“ 哦 哦 。 

“弧度 是 角度 的 单位 ， 对 吧 ? 90° 等 于 于 弧度 ，180"” 等 于 x 弧度 ， 
360 ”等 于 2r 弧度 …… 这 些 我 已 经 理解 了 。 我 也 明白 弧度 跟 度 成 比例 。 
可 是 …… 话说 回来 ,为 什么 360° 等 于 27 弧度 呢 ? 说 真 的 ， 我 不 明白 。 

泰 条 拉 像 转动 仪表 盘 的 指针 似 地 ， 把 合子 转 了 一 圈 。 

“根据 “ 圆 弧 的 长 度 是 半径 的 多 少 信 ” 去 思考 弧度 ， 就 会 很 简单 。” 

“ 圆 弧 的 长 度 是 半径 的 多 少 倍 ? ” 

“对 。 比 如 说 ,假设 我 们 需要 思考 360° 是 多 少 弧度 。 如 果 设 圆 的 半 
径 为 +, 那么 与 360” 对 应 的 圆 ? 整个 圆周 的 长 度 会 是 多 少 呢 ?” 

“半径 为 7 的 圆周 的 长 度 是 ……… 嗯 ， 是 2rr。” 






















































































9.2 3r 弧 度 295 
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笔记 本 ， 夯 了 张 


DR 





























































































































半径 为 r 的 圆 的 圆周 = 2 x 圆周 率 x 半径 
二 2 x x x 半径 
=2xNXxr 
= 277 

“ 咽 。 那 2rr 是 半径 > 的 多 少 倍 呢 ?” 

“因为 是 用 2rr 除 以 >， 所 以 得 2r 倍 一 一 啊 ! 所 以 是 27 弧度 ?” 

“ 没 错 。 弧 度 是 用 “ 圆 弧 的 长 度 ' 去 测量 “角度 的 大 小 " 。 但 是 ， 如 果 
加 的 半径 变 成 原来 的 两 售 ， 那 么 虽然 角度 不 变 , 但 是 圆 弧 的 长 度 却 会 变 
成 原来 的 两 倍 。 因 此 ， 我 们 才 通 过 “ 圆 弧 的 长 度 是 半径 的 多 少 倍 ' ， 换 言 
之 就 是 “ 圆 弧 的 长 度 与 半径 的 比 ” 来 表示 角度 。” 

“为 什么 不 能 用 360° 呢 ?” 

“一 圈 用 360° 可 能 是 因为 360 的 约 数 多 。 倒 不 是 不 能 用 …… 就 是 显 
得 有 些 随便 。 因 为 360 这 个 数 是 人 为 规定 的 。 与 其 相 比 ， 用 圆 弧 的 长 度 
与 半径 的 比 来 表示 角度 就 更 为 自然 一 些 …… 不 过 这 种 表示 方法 也 是 人 为 
规定 的 。” 

“中 心 角 在 圆 上 形成 的 圆 弧 的 长 度 。 这 个 圆 弧 的 长 度 与 半径 的 比 所 表 
示 的 角度 就 是 弧度 。 比 如 说 在 半径 为 7 的 圆 上 ,60"” 形成 的 圆 弧 计算 如 下 。 
7X 邱 是 半径 的 操 倍 ， 对 吧 ? 因此 ，60"” 等 于 于 弧度。 

277 x 多 277 5 
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yt 
rx 于 
60"= 于 弧度 
| :Tr pe 
60" 等 于 于 弧度 
“ 啊 ， 我 有 点 明白 了 。" 泰 杀 拉 说 道 。 
9.2.2 教 人 





泰 灯 拉 吃 完 饭 ， 拿 粉色 的 
我 把 装 面 包 的 袋子 塞 到 口袋 里 ， 站 起 身 伸 了 个 懒 腰 。 
“最 近 啊 ， 我 朋友 总 问 我 数学 …… ”她 说 道 。 
“ 嗯 。 教 别人 也 能 提升 自己 呢 。” 

` 过 ， 我 解释 得 不 太 顺 ， 最 后 人 家 总 会 给 我 一 句 “ 还 是 算 了 吧 。”” 
“自己 学 习 跟 教 别 人 , 看 起 来 很 像 ， 实际 上 却 天 差 地 别 。” 秦 条 拉 说 道 ， 
“老师 们 真 不 容易 呀 …… 原来 我 还 很 不 满 ， 觉 得 “这 是 什么 啊 ， 能 不 能 
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明白 点 呀 ”， 现 在 才 知 道教 人 原来 这 么 不 容易 呀 ， 更 何况 还 是 教 一 群 人 。” 

















“我 觉得 学 长 你 很 会 教 人 ,很 了 不 起 。” 























































































































9.3 x 弧度 297 


















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































“可 是 ， 我 也 教 不 了 一 群 人 啊 。 泰 淋 拉 你 在 听 我 讲 的 时 候 ， 会 经 常 问 
一 些 问 题 ， 比 如 “这 里 我 不 明白 ”。 你 问 的 问题 可 帮 了 我 大 忙 呢 。 没 有 这 
些 问题 ， 我 就 得 一 边 想 着 “她 明白 了 没有 啊 ” 一 边 往 下 讲 。” 

i 我 开始 独自 思考 。 

可 是 ， 如 果 今 后 我 更 深入 地 研究 数学 ， 教 人 会 不 会 变 得 非常 难 呢 ? 随 
着 不 断 接 近 数 学 的 本 质 ， 刚 从 山里 挖 出 的 原石 、 刚 从 海中 搁 上 来 的 贝壳 或 
是 刚 摘 下 来 的 果实 …… 这 样 的 东西 不 就 会 越 来 越 多 吗 ? 虽然 我 不 知道 它们 
真正 的 价值 ,但 它们 是 那么 美丽 ,那么 充满 生机 。 我 能 把 这 些 教 给 别人 吗 ? 

“学 长 ?” 

阿 ， 抱 菊 ， 我 有 点 走神 。 

泰 洒 拉 拨 型 着 用 手 帆 打出 来 的 结 ， 开 口 说 道 

人 我 很 庆幸 自己 能 来 这 所 高 中 上 学 。 

是 吗 ， 那 很 好 啊 。 

es 我 很 庆幸 自己 来 了 以 后 ， 马 上 就 给 学 长 你 写 了 信 。 
“ 嗯 ， 我 也 觉得 很 高 兴 啊 。” 

en 我 …… 我 ? 

下 午 课 的 预备 铃 响 了 。 

.那个 ， 那 个， 那个 …… 学 长 还 要 再 跟 我 一 起 吃 午饭 哦 。” 
9.3 3 弧度 
9.3.1 停课 

我 刚 回 到 教室 ， 就 碰见 米尔 嘉 站 在 教室 门口 。 

“我 们 下 午 停课 。 











“为 什么 啊 ? ” 
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我 一 头 雾 水 地 被 她 拉 着 出 了 学 校 。 







































































米尔 嘉 走 得 很 快 ， 我 跟 在 她 身后 。 我 们 穿 过 大 道 ， 走 过 十 字 
在 反常 的 时 间 走 平常 上 学 时 走 的 路 ， 感 觉 有 些 奇 怪 。 


到 了 车 站 ， 我 们 乘 上 电车 ， 并 排 坐 下 。 

















































































































































































































9.3.2 余数 
电车 沐浴 在 温暖 明媚 的 日 光 下 ， 缓 缓 前 行 。 这 是 要 去 哪儿 呢 ? 
“这 不 是 停课 ……: 是 逃课 吧 ? ”我 说 道 。 
“午休 那 会 儿 ， 你 去 哪里 了 ? ”米尔 嘉 擦拭 着 眼镜 冲 我 问 道 。 
“天 人 台 。 
“ 喔 ……” 她 重新 戴 好 眼镜 ， 看 着 我 的 眼睛 。 
“我 跟 泰 杀 拉 吃 午饭 来 着 。 我 迅速 说 道 。 



























































“ 泰 采 拉 是 个 好 女孩 儿 ， 对 吧 ? ”米尔 嘉 说 道 。 
“我 们 聊 弧 度 来 着 。 
“ 秦 朵 拉 是 个 好 女孩 儿 ， 对 吧 ?” 
“ 聊 360° = 27 弧度 之 类 的 ……” 
“ 秦 朵 拉 是 个 好 女孩 儿 ， 对 吧 ?” 
oe 嗯 ， 是 啊 。” 我 表示 同意 。 


“0 mod 27z 也 聊 了 ?” 
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EE EE 99 





就 是 重复 同一 伯 

















“什么 事情 ?” 
“ 纸 。” 米尔 嘉 说 道 。 
我 刚 把 笔记 本 跟 自 动 锅 笔 准 备 好 ， 她 就 立马 写 了 一 个 式 子 。 
















































































0 mod 2 
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我 想 了 想 。 
这 A 归根 结 底 ，a mod 这 个 式 子 本 来 指 的 就 是 “a 除 以 m 而 
得 到 的 余数 "。 也 就 是 “以 mm 为 模 的 余数 "。 例 如 ，17 mod 3 = 2。 这 
是 因为 ，17 除 以 3 而 得 到 的 余数 是 2。 一 般 人 们 会 把 a mod m 中 的 a 和 
m 都 视 为 整数 。 
不 过 ， 她 写 的 是 gmod 2r。 这 指 的 是 ，0 除 以 2x 而 得 到 的 余数 ? 
实数 除 以 实数 而 得 到 的 余数 …… 怎么 思考 才 好 呢 ? 
我 偷偷 蛙 了 一 眼 米尔 嘉 ， 她 正在 透 过 车 窗 望 着 窗外 。 
虽然 她 装 出 一 副 阁 无 其 事 的 样子 ， 但 我 知道 她 在 注意 我 这 边 。 
因为 是 9， 所 以 是 关于 角度 的 ?以 27 为 模 的 余数 ， 是 什么 呢 ? 
“ 啊 ， 我 届 了 。” 我 说 道 ,“ 假 设 一 点 在 圆周 上 不 停 转 动 …… 嗯 ， 当 只 
转 了 0 弧度 时 , 这 一 点 的 位 置 和 转 了 0mod 2r 弧度 的 点 位 置 相 同 , 对 吧 ?” 
二 
转 了 0 弧度 转 了 0mod 27 弧 度 
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“ 没 错 。” 米 尔 嘉 看 问 我 这 边 说 道 ,“ 例 如 ， 对 于 


和 
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Tmod27=Yymod 2n 








换言之 ， 它 们 的 关系 就 是 “以 2r 为 模 ，z,y 同 














AN 
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些 吧 。 














个 实数 zx, y， 我 们 
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写成 下 
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2 三 y/ (mod2r) 























该 关系 满足 自 反 律 、 对 称 律 、 传 递 律 ， 也 就 是 等 价 关 系 。 我 们 用 这 个 等 
价 关系 除 以 实数 集 展 。” 
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“我 们 看 0 这 个 角 的 上 时候， 实际 上 看 到 的 是 商 集 的 一 个 元 素 ， 也 就 是 
时 于 {2r x n 十 91n 为 整数 } 的 无 数 个 角 的 重合 。” 

“原来 如 此 。 原 来 这 种 地 方 也 有 等 价 关 系 和 商 集 呀 。 

米尔 嘉 突然 站 了 起 来 。 
“怎么 了 了 ?” 


“到 了 。 下 车 吧 。 
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9.3.3 灯塔 
我 刚 在 车 站 的 月 全 上 站 定 ， 就 闻 到 了 大 海 的 气息 。 
“这 边 。” 出 了 车 站 ， 她 拐 进 了 一 条 小 道 ， 关 也 不 回 。 
“等 我 一 下 啊 。 

我 们 穿 过 小 路 ， 纯 白 的 灯塔 映 在 莫 蓝 的 天 空 上 。 

“ 那 边 。” 米尔 嘉 说 道 。 

我 们 从 正面 进 了 灯塔 。 螺 旋 楼 梯 坡 度 很 汗 ， 一直 延伸 到 了 塔 顶 。 

米尔 亮 沿 着 楼 梯 一 步 步 向 上 疏 ， 我 也 只 好 跟着 她 爬 上 去 。 

转 了 无 数 圈 后 ， 我 们 到 了 塔 顶 。 

我 们 打开 白色 的 门 , 走 到 外 面 。 宽 阔 的 海洋 顿时 占据 了 我 们 的 整个 视野 。 

可 以 看 到 那 很 遥远 很 遥远 的 远方 的 海平 面 。 

海浪 一 刻 不 间 断 地 发 出 细碎 的 光亮 。 

从 灯塔 上 面 看 到 的 大 海 ， 竞 有 这 人 么 美 啊 。 

春天 的 海 。 
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一 个 游客 也 没有 。 
只 有 微风 轻 轻 吹 拂 而 过 。 
海水 的 味道 很 强烈 。 









































































































































“有 人 建议 我 去 留学 。 米尔 亮 说 道 。 

“ 族 ?” 

“有 人 建议 我 去 留学 。” 米尔 天 重复 道 。 

“ 府 ……. » 

“有 人 建议 我 高 中 毕业 以 后 ， 去 美国 的 大 学 留学 。” 


















































“.……: 谁 建议 你 的 ?” 
“ 双 仓 博士 。 美 国 数理 研究 所 的 所 长 ， 我 的 阿姨 。” 
“你 已 经 ss 决定 了 ? 










































































“你 要 去 ， 对 吧 ?” 





“…… ”我 的 胸口 ， 渐 渐 冰冷 。 










































































“我 要 研究 数学 。 在 那 边 上 大 学 会 很 已 ， 但 是 应 该 能 尽情 研究 数学 。 
恨 多 次 美国 ， 还 参观 了 双 仓 博士 的 研究 所 。 

这 i 我 Se 我 在 于 什么 ? 

我 想 过 高 中 毕业 以 后 ， 跟 米尔 嘉 去 同一 所 大 学 吗 ? 

明明 都 没 跟 她 聊 过 以 后 的 打算 ……: 

不 ， 不 对 。 可 是 ， 原 来 如 此 啊 …… 

一 且 毕 了 业 ， 我 们 就 该 各 奔 东 西 了 。 

我 都 不 知道 。 我 过 了 一 会 儿 才 开 口 道 。 
“ 叫 ? ”米尔 嘉 转向 我 这 边 。 海 风 掀 起 她 的 长 发 。 

“这 个 建议 ， 双 仓 博 士 很 久 很 久 以 前 就 所 了 ， 对 吧 ? 可 是 ， 直 到 今天 
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为 止 ， 我 一 丁点 儿 都 不 知道 
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已 这 话 有 些 欺 负 

















“你 不 信 我 。 我 察觉 到 














“什么 都 没 跟 你 说 ， 是 因为 我 之 前 还 没 想 好 。 她 说 道 。 

















我 无 视 了 她 语气 中 的 困惑 
“ 那 就 是 说 ， 我 已 经 …… 




















我 到 底 在 说 什么 啊 ? 





“不 是 的 。 我 只 是 …… 



































可 是 ,我 听 到 了 人 这些， 又 该 说 什么 才 好 ， 












































来 ， 又 远 去 








走 下 灯塔 ， 沿 着 漫长 的 沙 
的 一 一 海浪 。 
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香 香 
发 瓜 








也 难怪 。 
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“ 认 ? ”我 把 丕 了 的 眼镜 重新 戴 好 。 
“反正 …… 你 肯定 又 在 想 “ 真 
米尔 嘉 放下 手 。 
“你 个 笨蛋 ,， “不 

你 难受 消沉 ， 世 界 也 不 会 因为 你 而 有 一 丝 改 变 。 
“我 . Rs 有 
“你 脑子 很 聪明 。 看 看 周围 ， 月 

欢 你 。 泰 打 拉 、 明 他 、 尤 里 、 你 妈 …… 尔 难 受 消 

别 再 消沉 下 去 了 !” 


所 以 ， 











来 , 弱小 的 我 义 i 


而 我 只 能 说 些 风 凉 


， 留 下 了 许 许多 多 
以 


又 一 痕 。 








也 的 全 


的 海草 。 


滩 并 肩 走 


























6E 力 ， 美 国 














I 世界 学 习 更 丰富 的 知识 。 她 有 这 份 实力 。 




















交 如 何 ?” 对 了 














我 真 孩子 气 。 















































我 差点 跌倒 


“条 和 蛋 ! ” 





























左 脸 唱 受 到 了 巨大 的 冲 量 


心 ， 很 丢脸 。 














EIT 
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F 我 来 说 无 可 替代 的 女生 想 


是 小 意 ， 





























冲 地 抬 








米尔 喜 把 所 
































可 . 癌 































































































。 这 一 瞬间 过 后 ， 我 意识 到 这 份 ; 







































































































































































击 是 疼 靖 o 








你 那 聪 明 的 脑子 好 好 想 想 。 
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` 甘 心 ” 能 改变 什么 ?“ 真 丢脸 又 能 改变 什么 ”就 算 


息 ， 她 应 该 在 





























沉 了 , 大 家 都 不 会 














展 寻 飞翔 ， 





大 家 都 喜 


心 的 。 
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“ 别 消沉 了 ， 别 消沉 了 ， 别 迷恋 消沉 的 自己 了 !” 

“我 …… 我 就 是 个 小 孩 ， 一 个 总 在 同一 个 地 方 来 回转 圈 的 小 孩 。” 
米尔 嘉 的 语气 忽然 轻柔 了 许多 。 

“你 能 看 到 所 有 的 维度 么 ?” 


6 3 




















































































































“你 只 能 看 到 在 圆周 上 转动 的 点 。” 


(3 3 


t 





“你 看 不 到 螺旋 。” 


6 77? 

















“所 以 ， 别 消沉 了 …… 喂 ， 别 消沉 了 。” 
米尔 嘉 说 着 ， 低 下 了 头 。 



































.5 消毒 

米尔 嘉 注视 着 脚 边 的 沙子 ， 而 我 注视 着 米尔 嘉 。 
脸 上 挨 了 米尔 嘉 的 暴 击 ， 现 在 还 在 一 阵 阵 作痛 。 
不 过 ， 感 觉 堵 在 心里 的 东西 消散 了 。 

















































































































“就 算 你 难受 消沉 ， 世 界 也 不 会 因为 你 而 有 一 丝 改 变 。 
“ 别 迷 恋 消 沉 的 自己 了 ! ” 












































民 
高 中 毕业 以 后 ， 米 尔 问 要 去 留学 。 
关 


























这 是 在 当前 这 个 时 间 点 ， 我 能 做 到 的 。 首 先 ， 要 从 这 一 步 开始 。 














“ 红 了 。” 她 指 这 
“ 译 ? ”我 足 了 足 








…: 对 不 起 ， 我 这 么 不 振作 ， 对 不 起 
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[也 
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“是 我 的 指甲 挠 的 
“ 啊 ， 刚 刚 ……: 























消沉 的 。 














， 手 上 有 淡淡 的 血迹 。 


巴 ? ”米尔 嘉 看 着 自己 的 指 尖 。 



























































弦 我 巴掌 的 时 候 刊 到 了 人 么 。 




















“yy 


肖 个 毒 吧 。” 她 





轻 轻 配 了 一 下 我 的 
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内 1 








CC 














ey 
济 毒 





























海水 的 味道 。 
昌 柔 地 微微 笑 了 。 

















如 果 你 也 想 成 为 数学 家 ， 
那 你 就 必须 有 这 样 的 觉悟 : 着 重 为 了 未 来 而 工作 。 
一 一 《关于 数学 的 三 次 对 话 》 加 
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10.1 双 仓 图 书馆 
















































































不 管 是 什么 样 的 真理 
只 要 一 经 发 现 ， 就 很 容易 被 人 理解 。 
重点 在 于 ， 要 去 发 现 真理 。 
伽利略 ， 伽 利 
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10.1.1 入口 
累 死 了 啦 。 

“是 这 里 吗 ?” 

咽 。” 

现在 正 值 春 假 ， 我 和 万 里 、 泰 条 拉 三 个 人 来 到 了 双 仓 图 书馆 。 双 仓 
图 书馆 是 建 在 小 山坡 上 的 一 座 小 楼 ， 有 一 个 圆 圆 的 屋顶 。 我 们 从 车 
站 一 路 爬 上 山 ， 迎 面 就 看 见 了 入 口 处 的 图 书馆 标志 。 

图 书馆 里 面 很 开 冰 ， 像 酒店 的 大 答 一 样 。 抬 头 望 去 ， 每 一 层 都 像 世 
廊 一 样 环绕 着 整个 室内 中 庭 。 透 过 玻璃 可 以 看 见 一 排 排 的 书架 。 柔 软 的 
沙发 摆 放 在 各 处 ， 坐 在 上 面 的 人 们 各 自 看 着 自己 想 看 的 书 。 四 处 漂浮 着 
一 种 图 书馆 特有 的 气息 很 多 很 多 图 书 散 发 出 来 的 气息 。 

“我 们 去 哪儿 好 ? ”和 泰 末 拉 四 下 张望 。 
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“米尔 嘉 说 有 人 会 来 告诉 我 们 ……” 我 说 道 。 
这 时 ， 前 台 一 位 英俊 的 男士 告诉 了 我 们 房间 的 位 置 。 
“说 是 一 楼 的 叫 ' 握 ”的 房间 。” 我 在 走廊 里 一 边 走 着 , 一 边 和 她 们 说 话 。 
“ 泰 条 拉 ， 刚 才 那 个 人 真是 帅 得 要 命 啊 ……” 尤 里 说 道 。 
“那个 人 应 该 是 图 书 管理 员 吧 ?” 泰 条 拉 说 道 。 

“他 可 没 戴 结婚 戒指 呀 !” 

几 铝 话 的 工夫 ， 居 然 连 戒 指 都 注意 到 了 ……: 啊 ， 到 了 。 
我 推 开 了 写 着 Chlorine 的 门 。 
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10.1.2 和 毛 
“你 们 来 畔 。” 米尔 嘉 说 道 。 
“我 说 米尔 嘉 , 这 里 是 哪儿 啊 ? ”我 坐 在 椅子 上 ,四 下 看 了 看 整个 房间 。 
房间 中 央 有 一 张 酉 圆 形 的 桌子 ， 桌 子 周围 摆 放 着 带 售 背 的 椅子 。 四 
青 中 有 一 面 整个 是 一 大 块 白板 ， 这 让 房间 看 起 来 像 个 多 功能 会 议 室 。 
房间 的 角 沙里 有 内 线 电话 跟 书架 。 从 宽敞 的 窗户 可 以 看 到 一 片 

























































































咱 




























































































I 
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出 
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“这 里 ?是 图 书馆 啊 。” 米 尔 嘉 说 道 。 
“我 记得 叫 ………: 双 仓 图 书馆 吧 ?” 泰 打 拉 坐 下 说 道 。 








































































































“对 。 双 仓 人 博士 的 私立 图 书馆 。” 米 尔 串 说 道 ,“ 这 里 有 很 多 数理 方 下 
的 藏书 。 也 有 很 多 房间 像 这 间 一 样 ， 里 面 有 用 来 开会 或 讨论 的 设备 。 据 
这 里 偶尔 也 会 召开 小 型 国际 会 议 。 昌 说 我 只 参加 过 几 次 数学 人 研究 


辽 号 
不 过 我 觉得 这 里 确实 很 方便 。 
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认 ? 米尔 嘉 还 参加 过 那 种 会 议 呐 。 

“米尔 嘉 大 人 ， 今天 讲 什么 ?” 尤 里 问 道 。 

“我 们 要 花 上 一 整 天 ， 一 起 “用 数学 研究 数学 ”。” 

“用 数学 研究 数学 ?” 尤 里 不 解 。 

“就 是 一 起 思考 现代 逻辑 的 出 发 点 一 一 哥 德 尔 不 完备 定理 。 要 是 我 
们 去 高 中 图 书 室 ， 会 受 很 多 限制 ， 而 且 尤 里 你 也 去 不 了 。” 

“好 高 兴 吐 ! 啊 , 对 了 对 了 ， 米 尔 嘉 大 人 ， 请 收 下 这 个 ! 7” 

尤 里 递 出 一 个 小 纸 包 ， 里 面包 着 点 心 。 

“ 喔 0 个 就 拿 来 配 下 午 茶 吧 。” 

< 尔 嘉 面向 白板 ， 拿 出 一 支 马 克 笔 。 

“因为 会 讲 很 多 ， 所 以 我 们 先 来 列 个 大 纲 。” 

©O Oa oO 

首先 ， 我 要 讲 的 是 希 尔 伯 特 计划 。 数 学 家 硕 尔 伯 特 想 要 给 数学 一 个 
牢固 的 理论 基础 ， 因 而 提出 了 希 尔 伯 特 计划 。 

其 次 ， 我 要 整体 讲 一 下 哥 德 尔 不 完备 定理 。 哥 德尔 的 不 完备 定理 表 
了 希 尔 伯 特 计划 用 当时 的 方针 是 无 法 实现 的 。 在 证 明 哥 德尔 不 完备 定 
里 之 前 ， 我 要 讲 一 下 这 个 定理 本 身 。 

然后 ， 就 是 仔细 研究 哥 德 尔 不 完备 定理 的 证 明 。 这 里 会 讲 很 入， 所 
六 中途 要 吃 个 午饭 ， 还 有 午后 茶点 。 

最 后 是 思考 不 完备 定理 的 意义 。 关 于 不 完备 定理 的 负面 评价 很 多 ， 
如 它 破 坏 了 希 尔 伯 特 计划 呀 ， 表 明了 数学 的 界限 啊 ， 等 等 。 然 而 ,不 
完备 定理 是 创造 了 现代 逻辑 基础 的 定理 。 我 们 应 该 关注 的 是 不 完备 定理 
具有 的 建设 性 意义 。 

那么 ， 我 们 就 进入 正题 吧 。 
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10.2 希 尔 伯 特 计划 


10.2.1 希 尔 伯 特 

戴 维 : 希 尔 伯 特 是 一 位 活跃 在 19 世纪 至 20 世纪 初 的 数学 领军 人 物 。 
他 为 了 给 数学 建立 一 个 坚实 牢固 的 基础 而 提出 了 和 希 尔 伯 特 计划 。 这 个 计 
划 由 以 下 三 个 阶段 构成 。 























































































































。 导入 形式 系统 

0 以 “形式 系统 ”来 表示 数学 。 
。 证 明 相 容 性 

o 证 明 用 于 表示 数学 的 形式 系统 “不 存在 矛盾 ”。 
。 证 明 完备 性 

o 证 明 用 于 表示 数学 的 形式 系统 是 “完备 的 ”。 


我 来 依次 说 明 这 三 个 阶段 。 
导入 形式 系统 希 尔 伯 特 想 要 用 形式 系统 来 表示 数学 。 数 学 是 
门 非 常 大 的 学 问 ， 涉 及 各 种 各 样 的 领域 。 不 弄 清 楚 “数学 是 什么 ” ， 就 不 


能 建立 起 牢固 的 基础 。 因 此 希 尔 伯 特 决 定 把 数学 视 为 形式 系统 。 于 是 ， 

























































































































































































































































































bh 把 逻辑 公式 定义 为 符号 的 序列 ， 并 在 逻辑 公式 中 定义 了 公理 这 一 概念 。 
也 还 定义 了 推理 规则 ， 以 根据 逻辑 公式 推导 出 其 他 的 逻辑 公式 。 希 尔 
竺 把 那些 源 于 公理 ， 并 通过 推理 规则 接二连三 地 得 到 的 逻辑 公式 叫 作 定 














































































































La 











理 ， 把 那些 由 被 叫 作 定 理 的 逻辑 公式 构成 的 序列 叫 作 形 式 证 明 。 如 果 
式 系统 中 的 形式 证 明 在 某 种 意义 上 表示 了 数学 中 的 证 明 ， 那 么 就 可 以 说 ， 
该 形式 系统 确实 摸 清 了 数学 的 一 个 方面 。 如 果 数 学 能 用 形式 系统 来 表示 ， 
那么 我 们 只 要 研究 该 形式 系统 就 可 以 了 。 
证 明 相 容 性 希 尔 伯 特 认为 ， 既 然 建立 了 用 于 表示 数学 的 形式 系 
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让 

















统 ， 该 形式 系统 就 需要 有 具备 相 容 性 。 这 里 所 说 的 “ 相 容 性 ” 指 的 是 ， 对 本 
该 形式 系统 的 任意 逻辑 公式 A 都 存在 以 下 性 质 : 无 法 从 形式 上 证 明 A 和 
'A 两 者 都 成 立 。 话 说 回来 ， 在 存在 矛盾 的 形式 系统 中 ， 所 有 的 逻辑 公 
式 都 能 从 形式 上 证 明 ， 所 以 这 一 条 性 质 没 什么 意义 。 如 果 能 够 证 明 用 导 
表示 数学 的 形式 系统 具备 相 容 性 ， 那 么 就 能 断定 我 们 无 法 从 形式 上 证 明 
A 和 -=-A 两 者 都 成 立 。 
即使 证 明了 相 容 性 , 但 是 一 旦 有 人 置疑 该 证 明 的 有 效 性 , 那 也 不 好 办 。 
于 是 ， 和 希 尔 伯 特 想到 用 一 个 排除 了 含义 的 形式 系统 来 明确 证 明 该 形式 系 
统 自身 不 存在 矛盾 。 

证 明 完 备 性 希 尔 伯 特 认为 ， 要 想 给 数学 建立 一 个 牢固 的 基础 ， 
光 满 足 相 容 性 还 不 够 。 用 于 表示 数学 的 形式 系统 不 仅 要 具备 相 容 性 ， 还 
必须 具备 完备 性 。 这 里 所 说 的 “完备 性 ”， 指 的 是 对 于 该 形式 系统 的 任意 
语句 A， 都 存在 以 下 性 质 : 能 从 形式 上 证 明 A 和 -A 至 少 有 一 方 成 立 。 
如 果 能 够 证 明 用 于 表示 数学 的 形式 系统 的 完备 性 ， 那 么 就 能 断定 我 们 能 
从 形式 上 证 明 A 和 -~A 至 少 有 一 方 成 立 。 
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来 表示 无 法 从 形式 上 证 明 A 和 一 A 两 者 都 成 立 ， 然 后 通过 “证 明 完 备 性 ” 
来 表示 能 从 形式 上 证 明 A 和 -A 至 少 有 一 方 成 立 。 可 以 说 ,他 想 向 我 们 
























































展示 的 就 是 “不 存在 形式 证 明 的 光芒 照射 不 到 的 黑暗 角落 "。 

这 就 是 通过 导入 形式 系统 、 证 明 相 容 性 、 证 明 完 备 性 给 数学 建立 牢 
国 基 础 的 过 程 。 
那么 ， 你 们 理解 硕 尔 伯 特 计划 了 吗 ? 










































































































































































尔 伯 特 计划 
。 导入 形式 系统 
o 以 “形式 系统 ”来 表示 数学 。 
即 用 形式 上 的 符号 的 序列 来 表示 数学 。 
。 证 明 相 容 性 
9 证 明 用 于 表示 数学 的 形式 系统 “不 存在 矛盾 ”。 


即 证 明 对 于 任意 逻辑 公式 A， 都 无 法 从 形式 上 证 明 A 和 一 A 两 直 

































































































































































> 


9 证 明 用 于 表示 数学 的 形式 系统 是 “完备 的 ”。 


即 证 明 对 于 任意 语 名 A， 都 能 从 形式 上 证 明和 A 和 一 A 至 少 有 一 方 


























































































































“米尔 圳 大 人 1!” 尤 里 说 道 ,“ 您 刚刚 提 到 的 “形式 证 明 ” 跟 “证 明 ” 这 


es » 


“ 叫 ? 我 吟 只 你 哥哥 说 “让 尤 里 好 好 预习 ”了 啊 。” 米 尔 亮 说 着 看 向 我 。 














































































































































































































“前 一 段 ， 我 不 是 跟 你 详细 说 过 吗 ? 尤 里 …… ”我 说 道 。 
“你 只 贡 由 乡 式 证 明 Se 尤 里 文 文 吾 至 这。 
“那么 ,我们 来 简单 复习 一 下 。” 米 尔 喜 说道,“ 在 形式 系统 中 ， 我 们 

































































“逻辑 公式 ” 定义 为 “符号 的 序列 "， 并 从 逻辑 公式 中 定义 一 个 叫 作 “ 公 
理 ” 的 概念 ， 然 后 再 定义 一 个 根据 逻辑 公式 推导 逮 辑 公式 的 “推理 规则 。” 
她 用 食指 比划 着 圈 圈 ， 继 续 往 下 讲 。 
“形式 证 明 ” 指 的 是 由 逻辑 公式 构成 的 一 种 有 限 序 列 al a2, a3,*…， 


am， 已 要 和 足以 下 条 件 。 








[ 国 =| 
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。al 是 公理 。 

。a2 是 公理 ， 或 通过 使 用 推理 规则 能 够 根据 al 推导 出 a2。 

。 as 是 公理 ， 或 通过 使 用 推理 规则 能 够 根据 al 或 az (或 者 al 和 as ) 
E 导 出 a3。 

Oe 

。 an 是 公理 ,或 通过 使 用 推理 规则 能 够 根据 之 前 的 任意 一 个 逻辑 公 
式 推导 出 an。 

此 时 ， 我 们 把 刚刚 这 个 由 逻辑 公式 构成 的 序列 at a2, as, …，an 叫 
车“ 形式 证 明 ” ， 序 列 末尾 的 逻辑 公式 an 叫 作 “定理 *。 因 此 “形式 证 明 ” 
只 不 过 是 形式 系统 中 的 “由 逻辑 公式 构成 的 序列 之 一 ,说 的 是 形式 系统 
之 内 的 事 儿 ， 也 可 以 说 是 属于 “形式 的 世界 ”的 概念 。 





我 们 大 家 都 点 了 点 头 。 




























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































“而 “ 非 形式 证 明 ” 是 所 谓 的 数学 中 的 证 明 ， 说 的 是 形式 系统 之 外 的 
事 儿 ， 也 可 以 说 是 属于 “含义 的 世界 ”的 概念 。 偶 尔 人 们 会 把 形式 证 明 简 
称 为 证 明 ， 这 就 会 引起 麻烦 。 那 么 …… 尤 里 !” 

“在 !” 尤 里 “ 啊 ” 地 一 下 子 站 了 起 来 。 

“我 出 个 迹 题 来 考 考 你 理解 了 没 。 一 一 在 形式 系统 中 ， 能 把 公理 看 成 
是 定理 吗 ?” 

sa 喇 ， 我 不 明 竹 ee 

“那么 ， 泰 条 拉 。” 米 尔 喜 指 着 泰 条 拉 。 

“我 认为 …… 能 。” 泰 条 拉 回 答 道 ,“ 定 理 指 的 是 在 形式 证 明 的 末尾 出 
现 的 逻辑 公式 。 例 如 ， 假设 a 是 公理 ,然后 思考 仪 由 这 一 个 公理 构成 的 
逻辑 公式 的 序列 这 符合 形式 证 明 的 条 件 。 出 现在 该 序列 的 末尾 的 届 
骨 公 式 虽说 它 既 是 第 一 个 也 是 最 后 一 个 是 a 本 身 。 因 此 ，a 就 
是 定理 。 所 以 ， 任 何 公 性 ” 


C 都 能 说 是 定理 o 
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“下 一 道 题 。 米尔 亮 紧 接着 往 下 讲 ,“ 假 设 丰 


“很 好 。” 米 尔 嘉 说 道 。 


“ 喇 …… 这 样 啊 。” 万 里 咬 咕 道 。 











备 定理 





哥 德 尔 不 完 
































































































































语句 a 不 是 定 


} 





























生成 了 一 个 新 的 形式 系统 Y。 此 时 ， 形 式 系统 YY 





i 无 人 应 答 。 








… 是 什么 来 着 ?” 泰 打 拉 问 道 。 

















理 。 现 在 ,我 们 往 形式 系统 X 中 追加 一 个 语句 a 作为 公理 ， 














完备 的 形式 系统 和 中， 





























存在 矛盾 。 为 什么 ?" 





























































































































变量 的 逻辑 公式 。” 米尔 嘉 马 上 回答 道 。 
接着 大 家 又 陷入 了 沉默 。 
“根据 定义 来 思考 吧 。 “形式 系统 是 完备 的 ” 指 








的 是 什么 ? ”米尔 嘉 问 道 。 


























“对 于 任意 语句 A， 都 能 从 形式 上 证 明 A 和 一 A 至 少 有 一 方 成 立 。” 

















“语句 车 





























lty 








不 是 定理 ”于 





“就 是 说 无 法 从 形式 上 证 明 语 句 a 成 立 。 泰 洲 拉 答 道 。 











的 是 ? ”米尔 嘉 又 问 道 。 


Ek 


























“形式 系统 存在 























午 ” 指 的 是 ?” 


沁 










































































“能 从 形式 上 证 明 某 个 逻辑 公式 A 和 一 A 两 对 
提示 已 经 齐 了 。 形 式 系 统 Y 存在 矛盾 的 原因 是 ?” 


































































































可 答 米尔 嘉 的 仍旧 是 沉默 。 



















































































了 !” 尤 里 大 喊 道 。 票 色 的 头发 一 瞬 



























































必 ， 
是 完备 的 , 所 以 应 该 能 从 形式 上 证 明 


尤 里 你 说 。” 米 尔 嘉 指 癌 尤 里 。 


着 ， 不 能 从 形式 上 证 明 语句 a， 也 就 是 说 …… 








间 闪 泡 着 金色 的 光泽 。 



































a 和 -a 中 的 一 方 成 立 。” 
























































尤 里 迅速 说 道 ,“ 因 为 a 不 是 定理 ， 所 以 不 能 从 























-a 应 该 能 从 



































区 式 上 证 明成 立 。 因 此 ， 























式 上 证 明成 立 。 但 是 , Y 已 经 把 a 归 为 公理 了 。 这 样 一 来 ， 
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“上 证 明 a 和 一 a 


























者 在 Y 

















有 都 成 立 ! 所 以 ， 








# 式 系统 Y 就 存 
























































下 米尔 嘉 














上 






































HH 











“就 


双手 做 了 一 个 兵 信 





的 脸 


惊人 的 速 
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me 








E 大 球 的 手势 ,“ 对 完备 的 形 





SN 


山 
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le 










































































个 无 法 从 




















S 式 、 


Zt | 
舌 合 























证 明 的 语句 , 都 会 出 现 矛 盾 





















































比 起 “ 


3 完整， 


都 齐全 J 


EE 的 处 








7 














十 














由 三 








“我 再 出 一 道 题 。” 米尔 喜 


说 道 ,“ 如 果 









































Fi 























E 明 该 











3 





“如 果 
公式 者 
逻辑 公式 ， 所 以 所 有 语句 者 
就 是 完备 的 了 
们 都 能 从 
的 ， 对 吧 ? 


的 。 为 什么 ?” 























口 





阿 ， 的 确 是 这 刀 





EE: 


已 
3 














区 式 系 统 的 所 在 
但 是 一 旦 认可 了 这 种 


。 我 说 道 。 








9 

















说 六 





























上 是 这 人 么 
认 ?! 明明 有 了 矛 





盾 还 是 完 














FE 

















乡 式 系统 存在 矛盾 ， 那 么 就 能 

















逻辑 公式 都 成 立 。 现 在 我 人 
那么 就 会 发 现存 在 矛盾 的 


的 ? ” 泰 洒 拉 不 解 。 


不 去 证 明 这 


区 式 系统 












































“ 泰 条 拉 , 现在 你 被 矛盾 























和 完备 这 两 个 词 





























b 么 就 





UL 








区 式 系统 存在 矛盾 ， 
了 成立 米尔 需 刚 











了 六 























天 

















证 明 A 和 一 A 



























































乡 式 上 订 





E 明 





能 


为 对 完备 的 


的 形式 系统 


从 形式 上 对 
BS 式 系统 而 











能 从 形式 上 
上 是 这 么 说 的 ， 对 8 


证 








的 字面 


E 明 i 


巴 ? 


已 。 


交 形 式 系统 的 所 有 名 到 
那么 ， 由 于 语句 是 一 不 
该 形式 系统 


' 语 名 AA， 我 
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J 芭 


5 











对 何 























全 分 月 


我 们 外 


2 
已 














9 








一 方 成 立 


刚刚 已 经 定义 了 
A 和 一 A 两 者 都 







































































A 和 一 A 
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Bb 么 就 能 说 “能 从 
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备 的 。 
米尔 嘉 点 


“很 好 。 如 果 被 字面 意思 


名 


哥 德 尔 不 完备 定理 
































点 头 ， 表 示 同 意 我 的 话 ， 然 后 说 道 : 

















多 式 上 证 明 A 和 一 A 至 少 有 一 方 成 立 " ， 因 此 存在 矛盾 的 形式 系统 是 完 

























































































是 完备 的 ”这 



































阔 
SN 
匡 
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名 话 就 














这 一 切 就 理所当然 了 。” 




















“存在 矛盾 


就 是 完备 的 么 








“我 先 声 明 一 下 吧 。” 米 入 




















! 带 跑 了 ， 那 么 一 听 到 “存在 矛盾 的 形式 系统 
很 不 可 思议 。 然 而 ， 



































从 数学 上 的 定义 来 思考 ， 















































“项 说 道 ,“ 我 们 不 外 









































备 的 ” 引申 出 





















































哲学 层面 的 意义 或 是 人 生 敬 名 
的 自由 。 但 是 ， 从 数学 的 角 








F 王 


















































14 















































我 们 下 面 就 谈 i 









































炎 哥 德尔 吧 。 


| a 








说 ， 这 种 引申 是 没有 意义 的 路 么 ， 




















:出 的 不 完备 定理 的 证 明 









































发 表 于 1931 年 ， 那 时 他 




















25 岁 。 论 文 的 题目 是 《 论 ‘ 数 学 原理 ) 及 其 相关 系统 的 形式 不 可 判定 命 


题 (1)》2。 


我 来 读 一 下 搞 译 的 论文 









































头 部 分 吧 。 














一 直 以 来 , 数学 都 在 朝 着 追求 严谨 性 的 方向 发 展 。 其 结果 众所周知 ， 
数学 的 大 部 分 内 容 被 形式 化 ， 甚 至 可 以 用 几 个 机 械 性 的 规则 来 证 明 。 





@ 原 论文 英文 题 为 On formally undecidable propositions of Principia Mathematicaand 


related systems (了 )。 论文 题 











目 中 的 《数学 原理 》 一 书 原 























指 的 是 怀 德 海 











和 罗素 所 著 的 书 。 





译 者 注 


旧名 为 Principia Mathematica, 


最 全 面 的 形式 系统 分 为 两 个 方面 ， 一 方面 是 数学 原理 
面 是 策 梅 洛 - 弗 兰 克 和 尔 (Zermelo- 


Mathematica) 系 统 ， 另 一方 
Fraenkel) 集 合 论 公理 系统 。 





这 两 个 系统 都 很 全 面 。 时 至 今日 ， 我 们 在 数学 上 












































数学 性 问题 ， 都 能 够 用 该 系统 中 的 公理 和 推理 规则 来 判定 。 
然而 这 是 不 正确 的 ， 原因 如 下 所 示 。 












































定理 ”317 


(Principia 


使 用 的 所 有 的 
证 明 方法 都 能 够 用 这 些 系统 来 形式 化 。 也 就 是 说 ， 今 天 我 们 在 数学 
上 使 用 的 所 有 证 明 方法 都 能 够 还 原 成 形式 系统 中 少数 
规则 。 因 此 我 们 往往 会 认为 : 在 形式 系统 中 能 够 用 形式 表现 的 所 有 


的 公理 和 推理 


哥 德 尔 在 这 篇 论文 中 证 明了 数 条 定理 ， 其 中 就 包括 如 今 被 人 们 称 为 










































































里 ， 这 两 条 定理 分 别 叫 作 第 
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1 
性 
司 
冰 
总 






































在 满足 某 个 条 件 的 形式 系统 



























































该 乡 式 系统 1 不 存在 A 的 区 式 证 明 。 















































。 该 形式 系统 中 不 存在 -A 的 形 








不 完备 定 班 

















， 存 在 满足 以 下 两 个 条 件 的 语句 A。 

















在 满足 某 个 条 件 的 形式 系统 


性 的 语句 ”的 形式 证 明 。 






































NN 





i i 
ZI 系统 














E 和 第 二 

















318 第 10 章 ， 哥 德尔 不 完备 定理 
































Ba 


可 德尔 的 两 条 定理 对 希 尔 伯 特 计划 造成 了 很 大 的 打击 。 这 是 因为 这 
条 定理 证 明了 对 于 满足 某 个 条 件 的 形式 系统 而 言 ， 我 们 既 不 能 从 形式 
上 证 明 其 “完备 性 ”， 也 不 能 从 形式 上 证 明 其 “自身 的 相 容 性 ”。 而 且 ， 这 
里 的 “ 某 个 条 件 ” 也 非常 地 自然 。 





















































































































































































































































“米尔 嘉 学 姐 ， 我 提 个 问题 。” 泰 条 拉 举 起 了 手 ,“ 也 就 是 说 ， 因 为 “无 
法 证 明 数 学 的 相 容 性 " ， 所 以 从 哥 德 尔 的 第 二 不 完备 定理 可 以 得 出 “数学 

























































































“ 错 。 刚 刚 你 提出 的 “无 法 证 明 数 学 的 相 容 性 ， 还 有 “数学 全 都 绚 
矛盾 " 这 两 个 看 法 是 非常 模糊 的 。 我 们 重新 回顾 一 下 第 二 不 完备 

















































































































! 哥 德尔 第 二 不 完备 定理 : 
在 满足 某 个 条 件 的 形式 系统 中 ， 不 存在 “表示 该 形式 系统 自身 相 容 | 
|! 性 的 语句 ”的 形式 证 明 。 





















































































































































哥 德 尔 第 二 不 完备 定理 不 是 关于 “数学 本 身 ' 的 定理 ， 充 其 量 只 是 
个 关于 “满足 某 个 条 件 的 形式 系统 的 定理 。” 

“看 来 不 能 随 随便 便 就 把 “数学 ' 和 “形式 系统 ' 划 等 号 啊 。” 

“而 且 ,” 米尔 嘉 继续 说 道 ,“ 无 法 从 形式 上 证 明 的 是 “自身 的 相 容 性 ，。 
也 就 是 说 ， 满 足 某 个 条 件 的 形式 系统 无 法 从 形式 上 证 明 该 系统 本 身 的 相 
容 性 。 但 是 ,在 某 些 情况 下 还 是 能 够 从 形式 上 证 明 其 他 系统 的 相 容 性 的 。” 

“虽然 不 能 够 说 “我 具备 相 容 性 '， 但 是 可 以 说 “你 具备 相 容 性 '…… 
是 这 样 吗 ?” 泰 打 拉 问 道 。 


“这 说 得 也 有 点 笼统 了 ， 不 过 ， 也 可 以 那么 说 。 就 算 第 二 不 完备 定理 






















































































































































































































































































































































































































































































存在 ， 也 不 会 妨碍 到 实际 的 数学 。 如 果 想 证 明 某 个 系统 的 相 容 性 ， 就 要 
使 用 更 强 的 系统 。 实 际 上 ， 数 学 家 们 也 一 直 在 研究 如 何 证 明 各 种 各 样 的 
系统 的 相 容 性 。 如 果 省 略 了 数学 方面 的 条 件 ， 那么 哥 德 尔 不 完备 定理 听 
上 去 就 比较 过 激 了 。 另 外 ， 如 果 忽 视 "不 完备 ” 这 个 词 在 数学 上 的 含义 ， 
被 其 字面 含义 迷惑 ， 那 么 推导 出 的 结论 就 有 可 能 超出 数学 的 范畴 。 
“米尔 嘉 大 人 ,” 尤 里 说 道 ,“ 我 记得 有 本 书 里 说 “不 完备 定理 从 数 当 
角度 证 明了 理性 的 界限 '……” 

“我 说 尤 里 , ”米尔 嘉 的 眼神 变温 柔 了 ,“ 哥 德尔 不 完备 定理 是 数学 定理 ， 
数学 定理 不 会 去 证 明 什 么 理性 的 界限 。” 

“是 吗 ?” 
“比如 , 方程 式 2?== 一 1 不 存在 实数 解 。 这 表示 的 并 不 是 理性 的 界限 ， 
此 明确 的 只 是 方程 式 具 有 的 性 质 。 哥 德尔 不 完备 定理 也 是 如 此 ， 它 只 
是 明确 了 满足 某 个 条 件 的 形式 系统 的 性 质 。 当 然 ， 不 完备 定理 给 数学 带 
来 的 影响 的 确 很 大 。 但 是 它 带 来 的 并 不 是 让 数学 萎缩 的 消极 影响 ， 而 是 
创造 绒 新 的 数学 的 积极 影响 。” 


hn 3 


= 
“话说 回来 ,“ 理 性 的 界限 ”这 个 说 法 是 哥 德 尔 六 十 岁 大 寿 时 奥 本 海 
默 中 致 的 祝辞 , 并 不 是 带 有 数学 色彩 的 主张 2。 但 是 不 知道 从 什么 时 候 起 ， 
个 说 法 就 被 人 们 单独 拿 出 来 用 了 。” 
“这 么 说 来 ， 不 完备 定理 的 “ 某 个 条 件 ” 是 什么 来 着 ?” 我 问 道 。 
“ 相 窜 ， 绚 含 皮 亚 诺 算术 公理 ， 还 要 是 递归 的 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 换 言 
之 ， 就 是 相 容 、 能 研究 自然 数 、 能 够 机 械 性 地 判断 逻辑 公式 的 序列 是 正 
确 的 形式 证 明 。 虽 然 哥 德尔 的 论文 中 使 用 了 比 “ 相 容 性 ” 更 强 的 “w 相 容 民 
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@ 20 世 纪 的 物理 学 家 ， 美 国籍 犹太 人 ， 是 曼哈顿 计划 的 主要 领导 者 之 一 。 一 一 译 者 注 
@ 出 自 《 哥 德尔 与 20 世 纪 的 逻辑 学 3 兴 原 书 名 为 [ 分 一 元 儿 上 20 世纪 办 论 理学 3 1， 尚 
无 中 文 版 ) 一 书 ， 详 见 参考 文献 [30]。 
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这 一 条 件 ， 但 是 罗 赛 尔 














证 明了 可 以 弱化 这 一 条 件 ， 只 取 相 容 性 。” 

















10.3.3 证 明 的 概要 




















“来 整体 看 一 下 哥 德 尔 证 明 的 大 纲 吧 。 这 里 把 证 明 分 为 五 个 阶段 ， 分 




































































别 把 它们 叫 作 春天 、 让 天、 秋天 、 冬 天， 还 有 新 春 。” 


一 

















儿 式 系统 了 

o 定义 形式 系统 了 的 基本 符号 、 公 理 、 推 理 规则 。 
。 夏 天 一 一 哥 德 尔 数 

o 把 数 分 配给 形式 系统 了 的 基本 符号 和 序列 。 
。 秋天 一 一 原始 递归 性 








o 定义 原始 递归 谓词 名， 介绍 表现 定理 (representation theorem )。 


。 冬天 一 一 探索 可 证 明 性 的 漫漫 长 路 
o 定义 算术 谓词 乃至 可 证 明 性 逻辑 谓词 。 

。 新 春 一 一 无 法 判定 的 命题 
o 构成 A 和 一 A 都 无 法 证 明 的 命题 ， 也 就 是 不 可 判定 命题 。 











J 二 


10.4.1 基本 符号 





















































在 “奉天 ”阶段 ,我们 要 构建 形式 系统 PP。P 是 往 数 学 原理 系统 


















































加 了 皮 亚 诺 公 理 和 阁 干 条 公理 后 得 到 的 产物 。 在 这 个 形式 系统 P 
们 可 以 描述 加 法 运算 、 乘 法 运算 、 适 运算 、 大 小 关系 ， 等 等 。 








Xe 





















































中 20 世 纪 的 美国 数学 家 、 逻 辑 学 家 。 一 一 译 者 注 











法 


@ 原始 递归 谓词 (Primitive Recursive Predicate ) 是 一 类 数论 谓词 。 若 数论 谓词 P 














的 特征 函数 是 一 个 原始 递归 函数 ， 则 称 P 为 原始 递归 谓词 。 一 一 译 者 注 



















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































10.4 春天 懈 式 系统 P 321 
我 们 接 下 来 会 证 明 该 形式 系统 了 P 中 存在 无 法 判定 的 语句 ， 不 过 该 形 
式 系统 了 只 不 过 是 满足 不 完备 定理 成 立 这 一 条 件 的 无 数 系统 中 的 一 个 而 
已 这 一 点 是 壕 庸 置疑 的 。 
下 面 我 们 把 数 记 作 0, 1, 2,…:， 也 就 是 不 小 于 0 的 整数 。 
首先 来 定义 基本 符号 。 基 本 符号 包括 和 常量 和 变量 。 虽 然 我 们 不 用 考虑 
其 含义 ,但 是 为 了 理解 起 来 方便 ， 还 是 给 符号 加 上 一 点 我 们 想 要 的 含义 吧 。 
定义 常量 。 
常量 -1 0 ( 零 ) 是 常量 。 
常量 -2 f (后 继 数 ) 是 常量 。 
常量 -3 一 ( 非 ) 是 常量 。 
常量 -4 V (好 辑 或 ) 是 常量 
常量 -5 v (任意 的 ) 是 常量 。 
常量 -6 ( ( 开 插 号 ) 是 常量 。 
常量 -7 ) ( 闭 括号 ) 是 常量 。 
定义 变量 。 变 量 的 类 型 包括 1, 2, 3,:……。 
第 1 型 变量 zl, yi, 21,…… :是 用 于 数 的 变量 。 
我 们 将 其 称 为 第 1 型 变量 。 
第 2 型 变量 x2, y2, z2,… :是 用 于 数 的 集合 的 变量 。 
我 们 将 其 称 为 第 2 型 变量 。 
第 3 型 变量 zs, ya, z3,…… 是 用 于 数 的 集合 的 集合 的 变量 。 
我 们 将 其 称 为 第 3 型 变量 。 
像 上 面 这 样 ， EX 到 第 n 型 变量 。 英 文字 母 只 有 26 个 ， 所 以 这 
里 我 们 假设 可 以 根据 需要 使 用 可 数 的 变量 。 
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10.4.2” 数 项 和 符号 
定义 数 项 。 数 项 号 汇 在 乡 式 系 统 P 1 表示 数 。 













































































。 用 数 项 ff0 表示 数 2 


。 用 数 项 fff0 表示 数 3 





















































。 用 数 项 ff.….f0 表 示 数 m 


n 个 


户 数 项 ”我 们 把 0, £0, ff0, fff0,……. 称 作 数 项 。 











泰 末 拉 :“fff 连 成 一 串 ， 感 觉 很 像 音乐 符号 。” 


我 :“ 这 里 的 f 跟 皮 亚 庄 公理 中 出 现 的 撤 “” 的 作用 相同 。” 





































































































定义 符号 。 





户 第 1 型 符号 我 们 把 0, £0, ff0, fff0,.…. 或 是 x, fx,ffzx,fffz,.… 称 


为 第 1 型 符号 ， 此 处 设 z 是 第 1 型 变量 。 

















泰 洲 拉 :“ 呢 …… 我 不 太 明 白 。” 
米尔 嘉 :“ 具 体 来 将， 第 1 型 符号 指 的 就 是 fff£0 跟 fffzl 这 样 的 。 






























































广 第 2 型 符号 ”我 们 把 第 2 型 变量 称 为 第 2 型 符号 。 






































> 第 3 型 符号 ”我们 把 第 3 型 变量 称 为 第 3 型 符号 。 



































像 上 面 这 样 ， 一 直 定 义 到 第 n 型 符号 。 


























10.4.3 ”逻辑 公式 


下 


> 基本 逻辑 公式 “我们 把 


， 这 里 设 a 是 第 n+4 


























面 来 定义 基 





本 逻辑 公式 。 
































呈 a(b) 这 种 
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10.4 春天 








这 
pe 























式 的 符号 序列 称 为 基本 


pa - 忆 


生 付 全 oo 











AAA 














型 





器 
可 





， b 是 第 n 











:“ 例 如 像 z2(0)、y2(ffzx1) 和 za3(x2) 这 样 的 就 是 基本 逻辑 


这 是 集合 (元 素 ) 的 





Tt 9 

















逻辑 公式 -1 
逻辑 公式 -2 
逻辑 公式 -3 
逻辑 公式 -4 
逻辑 公式 -5 





泰 洲 拉 :“ 啊 ， 我 明 


“算是 8 
立 :“ 我 们 想 让 z2(x1) 有 


“对 。 型 已 双 


Ls 


符 


= 三 
































式 么 ?” 





ZX2 这 个 含义 ?” 











Tl 
































:过 类 


























经 定好 了 ， 比 如 “zi 是 数 ”za 是 其 集合 














公式 ， 则 ”(a) 也 是 逻辑 公式 。 











是 逻辑 公式 ， 则 (a) V(b) 也 是 






































定义 省 略 形式 。 


户 省略 形 式 -1 
户 省略 形 式 -2 
户 省略 形 式 -3 





我 们 将 (a) 一 (b) 
我 们 将 (a) A (b) 定 义 为 -((-(a)) Vv (-(b)))。 

















我 们 定义 的 是 























目 z 为 变量 ， 则 VYz(a) 也 是 逻辑 公式 。 




















pa 
中 





式 系统 的 逻辑 公式 呀 。 





定义 为 (-(a)) Y (Pb)。 





我 们 将 (a) 三 (pb) 定义 为 ((a) 一 (b)) A ((b) 一 (a))。 
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户 省 略 形式 -4 我 们 将 3z(a) 定义 为 -(Yz(-(a)))。 


























尤 里 : 





























“定义 省 略 形式 是 什 
我 :“ 就 是 说 为 了 简洁 











Fn 


思 ? ” 





3 























(nm(a)) VY (b) 写成 (a) 地 (pb)。” 


户 括 号 的 省 略 ”为 了 看 起 来 方便 ， 后 面 我 们 会 省 略 元 长 的 括号 。 





10.4.4 公理 

















我 们 来 把 皮 亚 诺 公 理 导 入 


户 公理 I-1 一 (fzx1== 0) 
户 公理 I-2 


户 公 理 I-3 












































(fw1 一 f2/1) = (Zz1 一 y1) 



























































么 条 拉 :“ 皮 亚 诺 的 公理 








有 五 条 来 着 吗 ?”( 2.1.1 节 ) 











woa(0) A Vai(wo(lw1) = wa(fwr)) = Vor(wal(wy)) 























:“ 因 为 我 们 之 前 在 使 用 











i ta/7 寺 二 6， 
L 主 : RAS 大 :; es 

















米尔 嘉 :“ 哥 德尔 的 论文 参考 了 《数学 原理 》 在 论文 








的 定义 还 没 出 来 呢 ! ” 





类 型 的 时 候 就 已 经 导入 了 了 PA1 和 






































他 将 zi= yi 












































万 里 “器 ?9?” 












































定义 成 了 vu(u(z1) 二 u(y1))。 就 是 说 ‘不 
早 于 集合 ww， 那么 yi 就 也 


二 A | 
多] 末 日 Wo 











形 
: 





» 














米尔 需 :“ 就 是 通过 “不 存 

















和 Vy1 相等 ” o 第 nN 型 也 同 理 



























































得 到 公 理 O 














只 包括 zl 或 只 包括 





























下 面 我 们 把 命题 逻辑 的 公理 导入 
把 任意 的 逻辑 公式 pP、q、r 代入 下 面 








# 式 系统 PP。 











淋 合 u 是 什么 样 ， 只 要 zl 


yi 的 集合 ” 定义 了 “zl 









































的 公理 II-1 ~ 公理 








II-4 中 就 能 

















10.4 春天 区 式 系统 了 





户 公理 -1 pvVp 一 p 
户 人 公理-2 p 一 pVgq 


户 公 理 [-3 pVq 一 qvp 





户 人 公理-4 (p 一 qj) 一 (rvVvp 一 rVgq) 














下 面 我 们 把 谓词 逻辑 的 公理 导入 形式 系统 P。 























户 公理 三 1 Vv(a) 一 subst(a, vw,c) 


























注意 ， 这 里 假设 : 
。 subst(a,v,c) 表示 “把 a 的 所 的 Dv 用 c 代 换 后 的 逻辑 公 
。c 跟 v 是 同一 个 型 的 符号 。 


。 在 a 里 , v 只 要 是 自由 的 , c 中 就 没有 受 约束 的 变量 。 
























































































































































我 :“subst(a,v,c) 是 什么 ?” 
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米尔 嘉 :“ 把 a 中 的 v 用 c 代 换 ， 也 就 是 substitute 后 的 结果 。 
例 解释 一 下 吧 。” 

。 a 是 逻辑 公式 一 (x2(X1))。 

。 vw 是 名 为 zl 的 第 1 型 变量 。 

。 Cc 是 名 为 £0 的 第 1 型 符号 ( 数 项 )。 


。 此 时 ，subst(a, vc) 是 逻辑 公式 一 (zx2(f£0))。 












































户 公理 全 2 Vv(b va) 一 bV vv(a) 



































见 的 vw。 


注意 ， 这 里 假设 v 是 任意 变量 ，b 中 不 出 珊 




























































































我 : “要 是 b 里 不 出 现 变 量 v， 那 么 就 不 会 受到 Vv 的 影响 级。” 




















Qz 这 里 指 的 是 变量 、 未 知 数 ， 等 等 。 一 一 译 者 注 







































































































































































呀 
oO 
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接 下 来 ， 我 们 把 集合 的 内 涵 公 理 导 入 形式 系统 P 
户 公 理 信 3 扩 (Vv(u(v) 二 a)) 

注意 ， 这 里 假设 : 

ew 是 第 nn 十 1 型 谈 量 , vw 是 第 n 型 恋 由 

。 a 中 不 出 现 自由 的 久 。 



































我 : “内涵 公 理 ?” 


我 从 


米尔 嘉 :“ 总 之 就 是 “逻辑 公式 a 能 决定 














尔 亮 : 
:“ 什 么 意思 啊 ?” 


“对 应 的 是 集合 的 内 涵 定 义 。” 












































] 再 把 集合 的 外 延 公理 导 

















入 形式 系统 了 














记 公 理 V_  VYzl(za(zl) 过 Wo 人 (zi)) > (x2 = yy2) 


我 们 

















巴 这 个 逻辑 公式 ， 以 及 将 该 逻辑 公 


























理 o 
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® VX1(T2(T1) 过 ya2(Z1)) 一 (72 = Y2) 


® Vr2(T3(72) Ya3(72)) > (173= Y3) 


eVz3(Z4(Z3) 过 V4(Z3)) (x4 = Y4) 
























































式 “ 形 式 提升 ”后 的 逻辑 公式 























乡 式 提 升 指 的 是 证 符号 的 类 型 都 增加 相同 的 数 。 也 就 是 说 ， 


些 全 都 是 公理 





















































米尔 嘉 :“ 也 就 是 说 ， 假 设 对 于 任意 xz1,“x1 是 否 属于 集合 zs? 
是 否 属于 ya ”总 是 相 容 的 。 此 时 ， 我 们 设想 集合 zs 跟 集 合 ye 相等 
我 :“ 咽 ?” 
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米尔 嘉 :“ 这 是 集合 




































































的 外 延 定 义 。“ “集合 中 的 元 素 决 定 集 合 本 身 "。” 
10.4.5 推理 规则 
我 们 继续 把 推理 规则 导入 形式 系统 P。 





户 推 理 规则 -1 根据 a 和 a 一 b 得 到 b。 
此 时 ， 我 们 称 b 是 根据 a 和 a 一 b 得 到 的 有 效 结论 。 


















































我 :“ 这 是 假 言 推理 吧 。” 
> 推理 规则 -2 根据 a 得 到 Vv(a)。 


此 



























































































































































时 ， 我 们 称 Vv(a) 是 根据 a 得 到 的 有 效 结论 。 
注意 ， 此 处 的 v 是 任意 变量 。 
泰 洲 拉 :“ 这 个 是 …… 我 不 明白 。” 
米尔 嘉 :“ 就 是 说 ， 既 然 没 有 条 件 的 情况 下 都 能 导出 a， 那么 即使 加 
上 “任意 的 ” 这 个 条 件 也 能 导出 a。” 
OQ GO oO 
至 此 ， 形 式 系 统 P 的 定义 就 结束 了 。 
“奉天 ”结束 了 。“ 季 市 ” 向着“ 夏天” 可 德尔 数 推移 。 
re 在 这 之 前 ， 先 吃 个 














饭 吧 。 
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10.5 午饭 时 间 
10.5.1 元 数学 

我 们 跟着 米尔 露 上 到 三 楼 ， 进 了 一 间 写 着 Oxygen 的 房间 。 这 个 房 
间 布 置 得 像 是 一 间 同 时 供应 零食 的 咖啡 馆 。 天 和气 很 好 ， 于 是 我 们 选择 坐 
在 露天 阳台 的 座位 上 。 阳 台 一 边 可 以 看 见 海 ， 另 一 边 则 可 以 看 见 森 林 。 
万 里 无 云 ， 阳 光 柔 和 。 

我 点 了 咖 噶 饭 ， 万 里 要 了 意大利 面 ， 泰 末 拉 要 吃 三 明治 ， 米 尔 嘉 则 
点 了 巧克力 扑 。 

“一 牵扯 到 形式 系统 ， 感 觉 逮 辑 学 就 大 不 一 样 了 呢 。 我 说 道 。 

“是 吗 ?” 

“一 提 到 人 逻辑 学 ， 我 就 只 能 想到 三 段 论 或 者 德 . 摩根 定律 什么 的 。 
从 数学 角度 来 研究 数 当 我 没 想 到 还 有 这 种 领域 …… ” 

“不 过 这 可 是 数理 逻辑 学 的 一 部 分 。 米尔 嘉 说 道 。 

“为 什么 非得 把 数学 形式 化 呢 ?” 尤 里 问 道 。 

“要 想 严 谨 地 进行 讨论 ,做 到 形式 化 是 非常 重要 的 。” 米 尔 嘉 说 道 ,“ 例 
如 ， 假 设 我 们 想 说 “这 个 证 明 是 不 可 能 的 ， 此 时 就 需要 定义 “证明 是 什 
么 “证 明 是 不 可 能 的 指 的 是 什么 意思 ”。 没 有 这 些 定 义 ， 就 没 法 区 分 以 
下 两 者 : 到 底 是 自己 碰巧 没 法 证 明 ， 还 是 从 原理 上 来 讲 就 没 法 证 明 。” 

我 们 大 家 都 对 米尔 嘉 的 话 点 头 表 示 同 意 。 

“形式 化 也 是 对 象 化 ， 也 就 是 把 自己 想 要 讨论 的 东西 明确 为 “对 象 " 。 
我 们 把 以 数学 为 对 象 的 数学 称 为 元 数学 。 意 思 是 “关于 数学 的 数学 `, 懂 吧 ? 
也 就 是 以 形式 系统 来 表示 数学 , 再 从 数学 角度 去 研究 “数学 ”这 个 表示 结果 。 
加 英文 写作 Syllogism， 是 逻辑 学 中 由 大 前 提 和 小 前 提出 发 导出 结论 的 一 种 逻辑 推 





理 。 


一 一 译 者 注 
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“这 外 是 ss ”和 秦 末 拉 说 道 ,“ 就 像 是 e-6 语言 出 现 之 后 ， 我 
们 才能 进一步 研究 “极限 ， 对 吧 ?” 






































10.5.2 用 数学 研究 数学 
“米尔 嘉 大 人 ,” 尤 里 六 村 德尔 不 完备 定理 , 我 看 到 过 一 本 书 。 
书 里 说 “人 生 是 不 完整 的 ， 因 而 有 趣 " ， 还 说 “如 果 全 都 明白 了 ， 人 生 也 
就 没意思 了 ”。 人 家 当时 有 种 懂 然 大 悟 的 感觉 ， 可 是 …… 
“ 咽 ， 也 有 人 这 么 想 。” 米 尔 露 苦笑 ,“ 看 到 不 完备 定理 的 结果 ， 就 认 
为 “因为 不 明白 ， 所 以 人 生 才 有 趣 '。 不 过 ， 这 个 吧 ， 简 直 就 像 …… 
米尔 嘉 闭 上 双眼 ， 轻 轻 点 了 点 头 ， 然 后 睁 开眼。 
“就 像 看 到 了 样式 漂亮 的 疼 丝 图 案 就 认为 “ 破 了 洞 也 很 美 '。 这 些 
并 没有 理解 蔓 丝 图 案 的 样式 所 衍生 的 东西 。 他 们 只 是 从 表面 来 观察 这 个 
毕 界 ， 没 有 看 穿 其 结构 。 这 些 样式 明明 还 缉 含 着 更 深 的 乐趣 。 数 学 形式 
上 后， 人 们 就 能 够 研究 数学 本 身 拥 有 的 丰富 的 数学 性 结构 ， 可 以 从 数学 


乞 
角度 来 研究 以 形式 系统 表示 的 数学 。 这 就 是 “用 数学 研究 数学 " 。 有 自己; 
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“就 是 要 超越 “伽利略 的 犹豫 ” 吗 ? ”我 下 意识 问 道 。 
“不 完备 不 是 失败 或 者 缺点 ， 有 可 能 是 通 往 新 世界 的 入 口 。” 























































































































饭 后 ， 我 从 自动 贩卖 机 买 了 瓶 水 ， 然 后 回 到 了 Chlorine。 房 间 里 
个 人 也 没有 。 白 板 上 写 着 尤 里 的 留言 : 






















































































Le 
我 们 去 图 书馆 观光 啦 1 等 我 们 回来 哦 2 











米尔 嘉 带 她 们 去 参观 图 书馆 了 啊 …… 喊 。 
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我 喝 了 一 口 永 谅 的 人 矿 录 水 ， 开 始 回顾 之 前 的 内 容 。 























































































































































































































咽 ， 虽然 并 没有 全 部 理解 ， 不 过 大 体 还 算 跟 得 上 吧 。 总 之 ,我 们 正 
在 构建 一 个 形式 系统 ,下 面 我 记得 是 哥 德 尔 数 跟 原 始 递归 谓词 的 定理 来 着 。 
最 后 应 该 是 反 证 法 吧 ? 如 果 假 设 存在 形式 证 明 ， 那 么 就 会 发 生 矛盾 …… 
米尔 嘉 大 概 会 朝 这 个 方向 讲 吧 ? 



































不 久 ， 饭 后 睡 魔 袭 来 ， 我 中 在 桌子 上 有 睡 着 了 。 
























































“…… 所 以 说 ， 是 鱼 的 标记 。” 泰 打 拉 的 声音 。 
“ 跟 密 码 似 的 。 尤 里 的 声音 。 
看 来 女生 们 回来 了 。 不 过 我 还 在 半 梦 半 醒 之 中 。 
“ 呀 ,哥哥 睡 着 了 !1” 

















































































































































































































“他 一 定 累 坏 了 。” 

“话说 回来 ， 你 刚刚 说 的 “态度 ' 是 ?” 米尔 嘉 的 声音 。 

“ 啊 ， 这 个 ……” 泰 杀 拉 的 声音 。" 我 一 直 认为 自己 学 习 起 来 “虽然 花 
的 时 间 比较 长 但 很 有 毅力 ' 。 可 是 ， 光 有 这 点 是 解 不 开 数学 题 的， 还 需要 





















































类 似 灵 感 的 才能 ， 对 吧 ?” 

































































“我 有 时 候 想 ， 自 己 没 法 产生 灵感 ， 但 拓展 一 下 思维 应 该 还 是 能 做 
到 的 。 所 以 每 着 解 题 时 我 就 想 “如果 换 成 米尔 嘉 学 姐 ……: ” “如果 换 成 学 














































































































“我 从 米尔 嘉 学 姐 和 学 长 身上 学 到 了 很 多 好 东西 ， 不 只 是 解 题 方 法 和 
诀窍 ,还 有 …… 怎么 说 呢 ， 就 是 类 似 于 “态度 ' 的 东西 。 应 该 说 是 “ 乐 在 
其 中 ， 并 且 认真 面 对 ， 吧 。 不 是 光 考试 考 高 分 就 行 了 ， 
真正 理解 的 态度 。” 
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“哥哥 他 呀 ， 一 直 在 研究 数学 哦 。” 尤 里 的 声音 。 
“学 长 他 ， 在 自己 家 里 是 什么 样子 的 ?” 泰 条 拉 的 声音 。 


“这 个 嘛 …… 哥哥 他 有 点 迟钝 呢 。 












































































































































“而 且 ， 明 显 有 顶撞 阿姨 的 倾向 …… 和 

“话说 ， 差 不 多 该 叫 这 只 懒 猫 起 床 了 吧 ? ”米尔 需 的 声音 。 
( 懒 猫 ? ) 

去 时 间 ， 一 个 冰 得 够 哈 的 玩意 儿 “ 吃 ”地 撞 到 了 我 的 脖子 上 。 
我 大 声 叫 着 跳 了 起 来 。 
“你 醒 了 ?” 
黑 发 才女 微笑 着 ,手中 拿 着 我 那 瓶 矿 果 水 。 
那么 ， 我 们 继续 。 下 面 进 入 “夏天 。” 


































































































































































































10.6.1 基本 符号 的 哥 德 尔 数 

在 “夏天 ”阶段 ， 我 们 要 谈 的 是 哥 德 尔 数 。 
哥 德 尔 数 是 分 配给 形式 系统 P 的 “符号 、 符号 序列 、 符 号 序列 的 序列 ”了 

的 编号 。 

首先 ， 我 们 来 定义 基本 符号 的 哥 德 尔 数 。 

我 们 把 不 大 于 13 的 奇数 作为 哥 德 尔 数 分 配给 常量 。 



























































常量 |0 f - YY ( ) 
哥 德 尔 数 | 1 3 5 7 9 11 13 

















QD 有 些 文献 中 也 称 “ 符 号 、 符 号 串 、 符 号 串 的 序列 ”。 编者 注 
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和 10 章 ” 哥 德尔 不 完 
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泰 休 拉 :“ 为 什么 是 奇数 ?” 
米尔 嘉 :“ 马 上 你 就 明白 了 。” 
把 大 于 13 的 质数 分 配给 第 1 型 变量 。 
第 1 型 变量 | TX1 21 Z1 
可 德尔 数 | 17 19 23 
把 大 于 13 的 质数 的 平方 分 配给 第 2 型 变量 。 
第 2 型 变量 | TX2 22 Z2 
可 德尔 数 | 17? 19? 23? 
把 大 于 13 的 质数 的 立方 分 配给 第 3 型 变量 。 
第 3 型 变量 ZX3 y3 Z3 
哥 德 尔 数 | 17” 19” 233 
像 上 面 这 样 ， 一 直到 把 大 于 13 的 质数 的 m” 次 方 分 配给 第 ”型 变量 。 
这 样 一 来 ， 我 们 就 把 哥 德 尔 数 分 配给 了 常量 和 变量 ， 也 就 是 基本 符号 。 
10.6.2 序列 的 哥 德 尔 数 
我 们 来 定义 序列 的 哥 德 尔 数 。 注 意 ， 这 里 的 序列 指 的 是 有 限 序 列 。 
因为 我 们 刚才 已 经 定义 了 基本 符号 的 哥 德 尔 数 ， 所 以 现在 可 以 用 哥 
德尔 数 的 序列 来 表示 基本 符号 的 序列 了 。 例 如 ， 思 考 下 面 这 样 的 哥 德 尔 
数 的 序列 。 
N11, nN2,N3, ,Nk 
我 们 让 这 个 序列 对 应 下 面 这 样 的 乘积 。 
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ns nn n3 Nk 
2'x3°?x5°”x...xpx 














然后 把 这 个 乘积 定义 为 n1,n2,n3,.…. ,nx 这 个 序列 的 哥 德 尔 数 。 这 
里 的 pg 是 从 小 到 大 排列 的 第 大 个 质数 。 

例如 ， 表 示 2 的 数 项 是 ff0 这 个 基本 符号 的 序列 。 基 本 符号 f 的 哥 
德尔 数 是 3， 基 本 符号 0 的 哥 德 尔 数 是 1， 因 此 基本 符号 的 序列 ff0 可 
这 样 的 哥 德 尔 数 的 序列 来 表示 。 
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二 
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3,3,1 
































把 这 个 序列 放 在 质数 的 指数 位 置 上 ， 构 成 下 面 这 样 的 乘积 。 
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93 9x5! 























计算 该 乘积 ， 得 到 23 x 33 x 51= 1080。1080 这 个 数 就 是 基本 符号 
的 序列 ££0 的 哥 德 尔 数 。 




















万 里 :;“ 喷 ? ff0 不 是 2 吐 ?” 
米尔 嘉 :“ 含 义 的 世界 里 的 数 2， 在 形式 的 世界 里 是 用 数 项 ff0 来 表 




















































































































于 德尔 数 表示 就 是 1080。” 





Dn 





米尔 嘉 :“ 把 ff0 这 个 符号 序列 用 






























































米尔 璐 :“ 泰 末 拉 ， 你 想 没 想到 为 什么 要 在 基本 符号 这 里 用 奇数 ?” 
泰 洲 拉 :“ 这 …… 我 不 知道 。” 
米尔 嘉 :" 我 们 可 以 通过 哥 德 尔 数 的 奇偶 来 判断 哥 德 尔 数 是 否 构成 































































































泰 洲 拉 :“ 哦 哦 ， 如 果 哥 德尔 数 是 偶数 ， 就 表示 序列 ! ” 
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刚才 我 们 给 
跟 符 号 序列 的 序列 的 哥 德 尔 数 可 以 用 同 
器 



































上 了 基本 符号 的 序列 ff0 的 示例 。 符 号 序列 的 司 
用 同样 的 思路 来 考虑 。 也 就 是 说 ， 不 















































管 构成 序列 的 是 什么 东西 ， 我 们 上 
放 到 按 升序 排列 的 质数 的 指数 部 分 ， 取 它们 的 乘积 即 可 。 


由 
SN 
Ey 


[德尔 数 

















、“ 妇 所 























构成 序列 的 那个 东西 的 哥 德 尔 数 























多 亏 质 因数 分 解 的 唯一 性 , 我 们 才能 根据 哥 德 尔 数 还 原 出 唯一 的 序列 。 


























哥 德 尔 的 论文 
换 成 其 他 方法 















































也 可以。 


Bb 么 ， 因 为 逻辑 公式 是 符号 序列 ， 


























的 是 我 们 刚才 说 明 的 方法 质数 指数 记 数 法 ， 不 过 














所 以 我 们 就 可 以 定义 “逻辑 公式 

















的 哥 德 尔 数 ” 了。 又 因为 形式 证 明 是 逻辑 公式 的 序列 ， 也 就 是 符号 序列 
的 序列 ， 所 以 我 们 还 可 以 定义 “形式 证 明 的 哥 德 尔 数 ”。 
这 样 一 来 ,我 们 就 可 以 把 形式 系统 

























































































的 一 切 都 用 哥 德 尔 数 这 个 数 来 表 






































































































































































































































示 了 。 

泰 采 拉 :“ 关 于 序列 是 符号 序列 还 是 符号 序列 的 序列 ， 能 用 哥 德 尔 数 
来 区 分 吗 ?” 

米尔 嘉 :“ 这 道 迹 题 就 留 给 你 来 解答 吧 。” 

泰 采 拉 :“ 充 ? 两 者 都 要 是 偶数 ， 对 吧 ?” 

我 :“ 我 明白 了 。 

泰 灯 拉 :“…… 我 明白 了 。 要 看 把 哥 德 尔 数 质 因数 分 解 的 时 候 出 现 的 
2 的 个 数 。” 

米尔 嘉 :“2 的 个 数 怎么 了 ?” 

奈 打 拉 :“ 如 果 2 的 个 数 是 奇数 ， 就 是 符号 序列 ; 如 果 是 偶数 就 是 符 
号 序列 的 序列 。” 

米尔 嘉 :“ 很 好 。” 
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对 于 不 完备 定理 , 我 们 关注 的 是 “形式 证 明 是 否 存在 于 形式 系统 之 中 ”。 
但 是 , 如 果 不 是 “能 理解 形式 证 明 的 形式 系统 ”, 这 样 的 问题 就 没有 意义 了 。 
可 德尔 用 哥 德 尔 数 把 形式 证 明 译 成 了 编码 。 这 样 一 来 ， 只 要 一 个 形式 系 
统 “能 理解 数 ”"， 那 么 这 个 形式 系统 就 能 理解 形式 证 明 。 

泰 采 拉 :“ 把 一 切 都 用 哥 德 尔 数 来 表示 …… 这 个 想法 跟 计 算 机 的 思 
路 一 一 把 一 切 都 用 位 来 表示 很 像 呀 。” 

米尔 嘉 :“ 泰 打 拉 ， 你 说 反 了 。 世 界 第 一 台 计 算 机 诞生 于 1940 年 代 ， 
哥 德 尔 的 证 明 在 那 之 前 哟 。 

















































































































































































































































































































































































































那么 ， 到 这 里 “夏天 ”就 结束 了 。 我 们 进入 “秋天 "” 吧 。 











10.7 秋天 一 一 原始 递归 性 


10.7.1 原始 递归 函数 

在 “秋天 ”阶段 , 我 们 需要 先 离 下 形式 系统 P , 去 一 趟 含义 的 | 
接 下 来 ， 我 们 要 定义 一 个 函数 的 同伴 一 一 原始 递归 函数 。 这 个 函数 

一 句 话说 就 是 : 获取 函数 的 值 时 需要 的 “重复 次 数 ” 存 在 上 限 的 函数 。 
例如 ， 求 n 的 阶乘 n!==n x(n 一 1) x…x1 的 函数 factorial(n) 























I 于 











和 让。 























































































































就 是 一 种 原始 递归 函数 ， 我 们 可 以 像 下 面 这 样 来 定义 它 。 
factorial(0) 三 1 
factorial(n+1) = (n+1)x factorial(n) 
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下 面试 着 求 一 下 factorial(3) 吧 。 
factorial(3) 
= (2+1) xfactorial(2) n 二 2， 根据 factorial(n 十 1) 的 定义 可 知 
一 (2 二 1) x (1+1) xfactorial(1) n 二 1， 根据 factorial(n 十 1) 的 定义 可 知 
0 n 二 0， 根据 factorial(n 十 1) 的 定义 可 知 
=(2+1)x(1+1)x(0+1)x1 根据 factorial(0) 的 定义 
=3x2xlxl 计算 结果 
=6 计算 结果 

像 这 样 ， 要 计算 factorial(3),， 只 要 使 用 4 次 定义 即 可 ; 要 计算 
factorial(n)， 只 要 使 用 mn 十 1 次 定义 即 可 。 这 就 是 “重复 次 数 有 上 限 ” 
的 含义 。 

事实 上 ， 要 想 计 算 factorial(n) 的 值 ， 还 需要 用 到 “x” 和 “十 ”的 
运算 ， 所 以 我 们 再 说 得 详细 点 儿 吧 。 

假设 函数 FF, G, H 是 用 于 人 处 理 数 (0, 1, 2,.…) 的 函数 。 

















如 下 定义 函数 下 时 ,3 
义 吕 的 。 


那个 求 


F(0, 














例如 ， 像 刚才 








G 和 二 经 原始 递归 定义 的 





我 们 称 函 数 了 是 


Fn 十 |， 


























7) 
7) 


G(z) 





一 眼看 去 很 复杂 ， 不 过 




















个 大 概 认识 了 。 














函数 G 和 百 经 原始 递归 定 


H(n, 2 PF(n,w)) 














阶乘 的 函数 factorial(n)。 只 要 让 F(n, x) 一 
factorial(n), G(z)=1,H(n,xy)= (n+1)xy, F(n,z) 就 是 
函数 。 
 F(3, xX) 举 个 例子 的 
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口 2 








你 们 应 该 就 能 有 























@ 这 是 定义 函数 的 一 种 方法 ， 与 原始 递归 模式 的 知识 


“原始 递归 模式 ”。 一 一 译 者 注 











， 想 详细 了 解 的 读者 请 查阅 
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p(8,7) = HG2,2, (2, 2) 
= H(2, 0, H(z, PO )) 
= H(2, 2, H(1, x, H(0, x, F(0, 2)))) 


= H(2, x, H(1, x, H(0, x, G(x)))) 


~ 人 ~ 作 和 ~ 
































只 要 用 1 次 函数 G， 并 用 nn 次 函数 也 ， 就 能 求 出 F(n, z)。 
之 前 我 们 聊 的 都 是 两 个 变量 ， 下 面 我 们 再 定义 一 个 变量 吧 。 































































































动 = G(D 
F(n+1, 2) = H(n,2,F(n,2)) 











此 处 ， 子 是 变量 序列 zt, 2z2,… ,XN-1 的 省 略 形式 。 















































































































































































































































接 下 来 ， 用 我 们 刚才 定义 的 “原始 递归 定义 的 函数 "， 来 像 下 面 这 样 
定义 原始 递归 函数 。 
原始 递归 函数 -1 常量 函数 是 原始 递归 函数 。 
原始 递归 函数 -2 求 后 继 数 的 函数 是 原始 递归 函数 。 
原始 递归 函数 -3 个 原始 递归 函数 经 原始 递归 定义 的 函数 是 原始 
递归 函数 。 
原始 递归 函数 -4 ” 往 原 始 递 归 函 数 的 变量 里 代入 原始 递归 函数 后 得 到 
的 函数 是 原始 递归 函数 。 
原始 递归 函数 -5 ” 像 F(2) = zi 这样 用 于 提取 一 个 变量 的 投影 函数 了 是 
原始 递归 函数 。 
原始 递归 函数 -6 ”只 有 符合 上 述 情 况 的 函数 才 是 原始 递归 函数 。 
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然后 使 用 原始 递归 函数 来 定义 原始 递归 谓词 。 
































> 原始 递归 谓词 ”存在 满足 以 下 条 件 的 原始 递归 函数 F(m, 的 谓词 
R(m 动 叫 作 原始 递归 谓词 。 

















R(n,72) > F(n,2)=0 








泰 打 拉 :“ 米 尔 嘉 学 姐 ， 那 个 …… 麻烦 停 一 下 。” 
米尔 嘉 : “ 咽 ? 77 
泰 条 拉 :“ 我 们 现在 …… 到 底 在 干什么 呢 ?” 
米尔 嘉 :“ 在 定义 原始 递归 谓词 。” 












































































































































泰 条 拉 :“……*” 
米尔 嘉 :“ 我 们 在 定义 有 菜 种 限制 条 件 的 谓词 。 因 为 在 不 完备 定理 的 
证 明 中 ， 我 们 要 用 到 满足 这 个 谓词 的 定理 。 





















































10.7.2 原始 递归 通 数 (谓词 ) 的 性 质 
如 下 定理 在 原始 递归 函数 (谓词 ) 中 成立 。 





















































定理 -1 往 原始 递归 函数 (谓词 ) 的 变量 里 代入 原始 递归 函数 后 ， 所 得 

结果 也 是 原始 递归 函数 (谓词 )。 

定理 -2 若 及 和 8S 是 原始 递归 谓词 , 则 -R,RAS,RVS 也 是 原始 递 
归 谓 词 。 

定理 -3 若 F 和 G 是 原始 递归 函数 ， 则 了 = G 是 原始 递归 谓词 。 

定理 -4 若 M 是 原始 递归 函数 ， 及 是 原始 递归 谓词 ， 则 下 面 的 8 是 原 
始 递归 谓词 。 













































































| 














































































































S(z,Y) < vn In < M(7) SR(n,Y) 
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这 是 谓词 “对 于 所 有 小 于 等 
示 上 限 ， 而 这 里 的 去 和 7 分 别 


户 定理 -5 乔 

















二 














于 M( 动 的 n,，R(n, 
表示 有 限 个 变量 序列 。 
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娘 都 成 立 "”。M( 动 表 














函数 ， 及 是 原始 递归 


i 








M 十 原 始 过 














始 递归 








T(z,Y) > 3 


骨 词 。 





归 























































































































词 ， 则 下 面 的 工 是 原 

















n |n < Ma) AR(n,D 











































































































































































































































































































这 是 谓词 “在 小 于 等 于 M( 芭 的 n 中 , 存在 令 R(n, 雪 成 立 的 n。”M(2) 
表示 上 限 。 
户 定 理 -6 若 M 是 原始 递归 函数 ， 了 及 是 原始 递归 谓词 ， 则 下 面 的 是 原 
始 递 归 函 数 。 
P(ED=minn |n < MD) AR(n,| 
这 个 函数 用 来 求 “在 小 于 等 于 M(z) 的 mn 中, 满足 R(n, 驴 的 最 小 的 n”。 
如 果 不 存在 满足 条 件 的 mn， 那 么 我 们 就 把 函数 的 值 定义 为 0。M( 芭 
表示 上 限 。 
发 朵 拉 :“ 米 尔 吉 学 姐 ， 那 个 …… 麻烦 等 一 下 。” 
米尔 嘉 :“ 怎 么 了 ?” 
泰 末 拉 :“ 词 汇 太 多 了 ， 我 脑子 有 点 装 不 下 了 …… 
米尔 嘉 :“ 有 人 么 ?” 
泰 末 拉 :“ 麻 烦 给 我 点 时 间 ， 让 我 的 脑袋 习惯 一 下 新 事物 。” 
米尔 嘉 :“ 好 吧 ， 不 过 原始 递归 这 类 东西 并 没有 多 新 。” 
事实 上 ， 我 们 平常 使 用 的 函数 和 谓词 有 很 多 都 是 原始 递归 的 。 
例如 ， 加 法 运算 z 十 y、 乘 法 运算 x x y、 需 运算 zY 等 ， 这些 都 是 原 
始 递归 函数 。 此 外 ,，z <y、z < y、z = yy 这些 都 是 原始 递归 谓词 。 
在 下 一 个 “季节 ”一 一 “冬天 ”里 ,我 们 会 构建 很 多 原始 递归 函数 和 原 
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始 递归 谓词 。 


















































信 
7 
米尔 嘉 :“ 喔 ? 






































5 么 ， 我 就 











10.7.3 ”表现 定理 




















白 原 始 递归 跟 不 完备 定理 


来 说 说 满足 原始 递归 

















































































































































































































E 的 关系 ， 感 觉 很 迷茫 ……” 
词 的 重要 定理 表现 定理 吧 。 

















E 解 ， 我 们 这 里 以 

































































在 不 完备 定理 的 证 明 中 ， 我 们 要 用 到 “表现 定理 ”。 因 为 
能 描述 数论 ， 所 以 这 个 表现 定理 成 立 。 为 了 便于 到 
变量 为 例 来 说 明 ， 其 实 不 管 换 成 多 少 个 变量 ， 这 个 定理 都 同 档 
表现 定理 
车 R 是 包含 两 个 变量 的 原始 递归 谓词 ， 则 对 于 任意 
包含 两 个 变量 的 逻辑 公式 rz， 使 得 以 下 关系 成 立 。 
Pp[【 秋 天 -1】: R(m,n) 芒 存在 r( 元 ,7) 的 形式 证 明 














>[【 秋天 -2 】 : -R(m, n) 革 仔 太 


此 时 ， 我 们 称 逻 辑 公 式 r 以 不 同 数 信 



















































































Enot(r(mm, 5)) 的 
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表现 定理 保证 了 用 于 表示 
谓词 R 是 “含义 的 世界 























及 的 r 的 存在 。 

































































引 就 是 说 ， 表 现 


















































理 是 从 “含义 的 世界 ” 通 





原始 递归 性 是 过 桥 用 的 通行 证 。 
尤 里 :“ 我 不 明白 r(m,77) 的 意思 。 















































米 久 


“ 嘉 :“ 我 这 就 





























里 的 概念 。 逻 辑 公式 + 是“ 
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区 式 的 | 








成 立 。 





区 式 的 世界 ”上 
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此 界 ” 的 桥梁 。 
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> 谓词 和 命题 
把 数 m,n 代入 拥有 两 个 自由 变量 的 谓词 R 中 ， 将 得 到 的 命题 记 作 
R(m, n)o。 





























































































































泰 洲 拉 : ”谓词 ” 和 “命题 ` 这 两 个 术语 还 分 开 用 呀 …… 

米尔 璐 :“ 对 。 谓 词 好 比 是 “zx 能 被 y 整除 。 因 为 谓词 R 拥 丰 变 
量 ， 所 以 光 途 这些 还 不 能 判断 命题 是 否 成 立 。” 

泰 条 拉 :“ 所 以 说 ， 要 把 具体 的 数 代 入 自由 变量 里 , 命题 才能 成 立 ， 
对 吧 ?” 
米尔 嘉 :“ 没 错 。 命 题 “12 能 被 3 整除 ” 成 立 , 命题 “12 能 被 7 整除 
就 不 成 立 。” 

















































































































lin| 



































































































































































































































> 逻辑 公式 和 语句 
把 拥有 两 个 “自由 变量 ” 的 “多 辑 公式 ”r 的 “自由 变量 " 用 “ 数 项 ” 7 元 
代 换 ， 这 里 我 们 把 代 挨 后 得 到 的 “语句 ” 记 作 z( 而 , 友 。 
































泰 采 拉 :“ 这 边 又 提 到 了 “ 罗 辑 公式 ， 和 ‘语句 ' 呀 ……” 
米尔 嘉 :“ 对 。 语句 ' 是 没 
泰 条 拉 :“ ‘谓词 和 “命题 ' 是 含义 的 世界 里 的 概念 , “逻辑 公式 和 
是 形式 的 世界 里 的 概念 ， 对 吧 ?” 

米尔 嘉 :“ 总 结 得 很 好 。” 

我 :“ 话 说 ， 米 尔 嘉 ，r 是 逻辑 公式 ， 还 是 逻辑 公式 的 可 德尔 数 呢 ?” 


米尔 嚣 :“r 是 逻辑 公式 的 可 德尔 数 。r(mm, 却 ) 是 语句 的 可 德尔 数 。” 
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In 








































































































OO OO oO 
“通过 表现 定理 ， 从 含义 的 世界 到 形式 的 地 界 ……: 是 这 样 吗 ?” 泰 洒 














6 












































拉 说 道 ,“ 存 在 表示 及 的 rz 也 就 是 说 ， 咽 和 … 如 果 命 题 R(m,n) 成 立 ， 
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则 存在 语句 r(m 元 , 却 ) 的 形式 证 明 ; 如 果 命 题 R(m,m) 不 成 立 ， 则 不 存在 语 
铝 r( 元 ,元 ) 的 形式 证 明 ， 对 吧 ?” 
后 半 部 分 错 了 。” ”米尔 嘉 大 声 说 道 ,“ 你 把 表现 定理 给 理解 错 了 。” 
认 ?” 泰 末 拉 重新 看 了 一 裔 表现 定理 ,“ 啊 ! 确实 ， 我 理解 错 了 。” 
“ 咽 。” 米 尔 嘉 说 道 ,“ 若 命题 R(m,n) 不 成 立 ， 则 存在 语句 r(m, 元 ) 
的 否定 的 形式 证 明 。” 
“我 不 太 明 白 ， 逻 辑 公 式 表示 谓词 这 不 是 天 经 地 义 的 事情 吗 ?” 










































































































































































































































































































































































“并 不 是 。 确 实 ， 既 然 是 谓词 ， 那 么 在 含义 的 世界 里 就 能 被 表示 出 来 。 
然而 ,对 于 原始 递归 谓词 ， 表现 定理 有 着 更 为 强大 的 主张 一 一 “把 数 代 
入 谓词 而 得 到 的 命题 是 否 成 立 ” 这 一 点 是 能 靠 形式 证 明 来 决定 的 。 形 式 
的 世界 可 以 决定 命题 在 含义 的 世界 里 是 否 成 立 。 表 现 定理 里 面 的 “表现 
词 的 确 有 着 如 此 强大 的 含义 。 当 谓词 不 存在 原始 递归 性 时 ， 例 如 当 V 
和 了 习 没 有 上 限时 ， 就 不 一 定 存在 表示 该 谓词 的 逻辑 公式 。 
“ 叫 …… 原始 递归 啥 的 ， 我 还 不 太 明 白 。 无 里 说 道 。 
“这 样 啊 。” 米尔 亮 说道 “可 是 ， 现 在 我 们 要 进入 下 一 个 “季节 ” 了。 
< 好 一 ， 
“从 “秋天 ” 进入 到 “冬天 "。 米尔 需 的 语调 听 起 来 简直 像 是 在 唱歌 似 
的 ,“ 在 “冬天” 阶段 ， 我 们 要 定义 有 关 形 式 系统 的 谓词 。 如 果 定 义 成 原 
i hf 归 谓 词 Ee 3 
人 存在 能 表示 这 类 谓词 的 逻辑 公式 ?” 泰 打 拉 问 道 。 
“存在 。 如 果 “有 关 形 式 系统 的 谓词 是 原始 递归 的 ， 那 么 表示 该 谓 
词 的 逻辑 公式 就 存在 于 该 形式 系统 本 身 之 中 。 保 证 这 一 点 正 是 表 项 
的 力量 所 在 。 冬天" 的 目标 ， 就 是 ……” 


这 时 米尔 喜 低 声 说 道 ， 像 是 在 说 悄悄 话 一 样 。 
“p 是 z 的 形式 证 明 ” 这 个 原始 递归 谓词 。 
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成 下 面 这 样 。 如 果 

















10.8 冬天 
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10.8 ”冬天 一 一 通 往 可 证 明 性 的 漫长 之 旅 


10.8.1 整理 行 装 


在 “冬天 ” 阶段 ,我 们 要 原始 递归 地 构成 “p 是 Zz 的 
谓词 。 为 了 “冬天 ”的 漫长 旅途 ， 我 们 先 来 准备 几 伯 






































区 式 证 明 ”这 




























































































































































































F 行 装 吧 。 
我 们 把 “对 于 满足 x < M 的 任意 了 ，…… 都 成 立 ” 这 一 谓词 写成 下 
这样 ， 把 符号 S$ 设 为 谓词 的 定义 。 
ve <™ | ee | 洁 wkes™= 二 有 本 | 
把 “存在 满足 OO 条 件 , 且 小 于 等 于 M 的 z” 这 一 谓词 写成 下 面 这 样 。 
def — 
az<M| 和 | < 人 | 
然后 ， 把 求 “ 基 于 条 





























于 条 件 x < M， 满足 OO 〇 条 伯 













































































F 的 最 小 的 z” 的 函数 写 
没有 满足 OO 条 件 的 xz， 就 定义 该 函数 值 为 0。 设 符号 
是 函数 的 定义 。 


























为 了 便于 阅读 ， 我 们 把 7 个 基本 符号 的 哥 德 尔 数 写成 下 面 这 相 


(0) 1 (f] 3 def 





















































敢 么 ， 我 们 




















哇 
泥 


发 吧 。 从 定义 1 到 定义 46， 开 始 这 场 围绕 整个 含义 的 
的 漫长 旅行 。 
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10.8.2 ”数论 


定义 1 CanDivide(x, d) 是 谓词 “x 能 被 d 整除 ”。 

















CanDivide(7x,d) < 





no |e = 








米尔 嘉 :“ 即 定义 “存在 一 个 n, n 小 于 等 于 满足 条 件 z = 二 d xn 的 xz”。” 
我 :“ 原 来 如 此 。 就 是 说 “12 能 被 3 整除 " 可 以 写作 CanDivide(12, 3) 
喘 。” 























泰 末 拉 :“ 满 足 该 条 件 的 nn 是 …… 4 吗 ?” 
我 :“ 没 错 。 因 此 CanDivide(12, 3) 成 立 。” 












































































































































泰 休 拉 :“ 了 解 。 那 个 …… 这 里 也 用 “存在 ” 表示 可 能 性 呀 。” 
里 :“ 什 么 意思 ?” 

泰 采 拉 :“ 用 “存在 …… ”表示 “能 被 整除 ”。” 

我 :“ 原 来 泰 打 拉 在 意 这 个 地 方 呀 。” 























定义 2 IsPrime(z) 是 谓词 “z 是 质数 ”。 








IsPrime(Z) 人 难 z>1An” (aa 志江 la #1 人 dxA\CanDividel(x, a)|) 























米尔 喜 :“ 这 个 式 子 就 让 尤 里 来 分 析 吧 。 

里 :“ 好 。 这 个 …… 喷 ? CanDivide(z, d) 是 什么 来 着 ?” 
我 :“z 能 被 d 整除 。” 
里 :“ 啊 ， 也 就 是 说 “不 存在 能 够 除 尽 x 且 小 于 等 于 zz 的 @ ?7” 
我 :“ 尤 里 , 你 忘 了 d 交 1 和 dx 了。” 

里 :“ 才 没 忘 呢 ! 7” 


泰 洲 拉 :“ 还 有 z > 1 这 个 条 件 …… 结果 确实 是 “z 是 质数 " 没 错 。” 
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定义 3 prime(n, x) 是 求 “的 第 n 个 质 因数 ' 的 函数 。 此 处 我 们 
按 升序 来 排列 质 因数 。 为 了 方便 计算 ,我 们 把 第 0 个 质 因数 定义 为 0。 









































prime(0, x) 0 


prime(n 十 1,Z) EE minp <Zx [prime(n, Z) <pACanDivideByPrime(x,p) 


























注意 ， 这 里 我 们 将 CanDivideByPrime(z,p) 定义 如 下 。 


CanDivideByPrime(z,p) < canpDivide(z,p) AIsPrime(D) 














1 














我 :就 是 定义 “大 于 第 个 质 因 数 , 且 能 整除 zx 的 最 小 的 质数 ” 吗 ?” 
尤 里 :“ 具 体例 子 ! 举 个 具体 例子 !” 
我 :“ 比 如 说 ， 以 24x 31 x 7? = 2352 为 例 ， 就 是 下 面 这 样 。” 
















































































A 

















prime(0, 2352) 二 0 根据 定义 

prime(1, 2352) 二 2 大 于 prime(0, 2352)， 且 能 整除 2352 的 最 /| 
质数 是 2 
prime(2, 2352) 二 3 大 于 prime(1,2352)， 且 能 整除 2352 的 最 小 
质数 是 3 
prime(3, 2352) = 二 7 大 于 prime(2,2352)， 且 能 整除 2352 的 最 小 
质数 是 了 





_ 


















































定义 4 factorial(n) 是 求 “n 的 阶乘 ”的 函数 。 


factorial(0) El 
def ( 


factorial(n+1) n+1) x factorial(n) 











定义 5 Pn 是 求 “第 n 个 质数 ”的 函数 。 为 了 方便 计算 ， 我们 
0 个 质数 定义 为 0。 


[0H 
泊 

















琴 
区 


[esl 
[| 





346 第 10 章 ， 哥 德尔 不 完 








def 
Po 三 0 


了 全 minp < Ms5(m) lp; < pA 人 IsPrime(p) | 


你 十 





























注意 ， 这 里 我 们 将 Ms(n) 定义 如 下 。 


Ms(n) ES factorial(pn) 十 1 














里 :“ 第 n 个 质数 ?” 

我 : “po 二 0, pi 二 2, p2 二 3, p3 二 5,p4 二 7,'…， 诸如 此 类 。” 

里 :“p < Ms(n) 是 从 哪儿 来 的 ?” 

我 : “因为 Ms(n) = 二 factorial(n)+1 二 1x2x3x…xpn 十 1 呀 。” 
里 :“ 然 后 呢 ?” 

我 : “因为 Ms(n) 大 于 pw， 且 肯定 存在 小 于 等 于 Ms(n) 的 质数 。” 
里 :“ 所 以 呢 ? ” 
我 : “所以, 要 找 pn 十 1 的话 , 就 得 加 上 “小 于 等 于 Ms5(n) ”这 个 条 件 。 

















































































































nD 
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10.8.3 序列 
定义 6 zf[n] 是 求 “ 序 列 z 的 第 nn 个 元 素 ” 的 函数 。“1 < n<< (序列 


的 长 度 )” 是 其 前 提 。 























zZ[m] a mink 区 w [CanDivideByPrime(z, n,k) 人 CanDivideByPrime(7x,n,k+ 1)| 




















注意 ， 这 里 我 们 将 CanDivideByPower(x,n,k) 定义 如 下 。 








CanDivideByPower(Z,7m k) 2 CanDivide(x, prime(n, x)”) 

















米尔 嘉 :“ 序 列 的 导入 。 这 里 用 了 质数 指数 记 数 法 。 
泰 打 拉 :“ 我 不 太 明 白 CanDivideByPower(z;,mK) 的 定义 ……” 
我 :“ 这 说 的 应 该 是 ……: ‘zx 能 被 prime(n,zx) 的 次 方 整 除 ” 吧 。” 
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怎么 联系 上 的 呢 ?” 


条 拉 : “ 那 这 中 多 | 公 ] 又 是 怎 
能 被 Prime(mn,z) 的 天 次 了 

















广 整除 ,但 却 不 能 被 









































本 了 ， 就 是 说 ，Z 身 














prime(n, XY) 的 十 1 次 方 整除 ， 也 就 是 说 …… 我 明 


为 质 因数 ， 刚 好 只 拥 
泰 打 拉 : “这样 啊 …… 
我 : “prime(n,z) 的 指数 大 是 序列 z 的 第 nn 个 元 素 。” 





个 Prime(m,Z)o” 






































数 。 





定义 7 1len(z) 是 求 " 序 列 z 的 长 度 ” 的 函 


len(x) min 大 所 2 |prime(k， Z) > 0A 人 APprime( 太 十 1,7) 三 0| 




















个 元 素 可 以 通过 





第 一 个 元 素 是 z[1], 最 后 


米尔 嘉 :“ 序 列 z 的 第 
len(z)] 来 求 得 。 例 如 把 序列 {Yj(ea[LO …… () ] 代 换 成 序列 z， 就 是 下 


















































旬 
面 这 样 。 
x[l] xz[2] 7z[3] ::: 7Z[len(z)] 
| ms 
1 1 1 I 1 
9 17 外 13 
定义 8 zx*y 是 求 “ 连 接 序 刚 xz 和 序列 y 的 序列 ”的 函数 。 
Vs ye minz < Msgs(x,y) 
[vn < len(7) 1 < mz[Lm] = z[m]| 
Avm < len(y) 1 ng[len(2)+n] = ya]| 
注意 ， 这 里 我 们 将 Msg(z, 9) 定义 如 下 。 























def I 
Ms(z,y) 二 (pien(z)+1en(y)) ee 
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[esl 
[| 











人 








米尔 嘉 :“ 假 设 从 z[1] 到 z[len(x)] 为 止 的 元 素 跟 序列 x 中 的 各 个 
元 素 相等 ， 从 z[len(z) 十 1] 到 z[len(z) 十 len(y)] 为 止 的 元 素 跟 序列 
中 的 各 个 元 素 相等 。 此 时 ， 我 们 可 以 说 z 是 连接 了 xz 和 y 的 序列 。 
































Xr[l] ::. zl[len(7X)] y[1] 二 y [len(y)] 
1 时 1 1 人 上 


z[1l] … Zz[len(x)] z[len(z) 十 ::: Zz[len(7x)++ len(y)] 





























定义 9 (zx) 是 求 “ 仪 由 zz 构成 的 序列 ”的 函数 ， 这 里 设 2 > 0。 

















(2) 2 




















定义 10 ”paren(7x) 是 求 “ 把 zx 放 到 插 号 里 的 序列 ”的 函数 。 
paren(Z) 可 ([(]) 米色 六 (DD)) 


米尔 嘉 :“ 这 个 式 子 ， 尤 里 你 也 能 看 懂 吧 ?” 
尤 里 :“ 嗯 …… 能 看 懂 。 连 接 了 ((]、z 和 [()]!” 
米尔 嘉 :“ 没 错 。 这 就 是 “把 x 放 到 括号 里 的 序列 ”的 定义 。” 
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10.8.4 变量: 符号 . 逻辑 公式 


定义 11 IsVarType(z,n) 是 谓词 “z 是 第 n 型 “变量 '”。 





























IsVarType(7,n) bn > Eo |TsvarBase(p) 太太 二 p"| 























vb 
吨 
[i 
| 





有 我们 将 IsVarBase(p) 定义 如 下 。 
IsVarBase(p) 23 p> 人 IsPrime(p 


米尔 嘉 :“ 变 量 的 导入 。 
我 : “为 什么 要 在 变量 两 个 字 上 加 引号 呢 ?” 
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米尔 嘉 :“ 这 里 说 的 变量 是 元 数学 的 概念 。” 
我 :“ 元 数学 的 概念 ……: ” 
米尔 嘉 :“ 也 就 是 说 ，z 表示 的 不 是 含义 的 世界 里 的 变量 ， 而 是 在 形 
式 系统 P 这 边 定义 的 变量 的 哥 德 尔 数 。 
泰 休 拉 :“p > [) 是 什么 意思 呢 ?” 
米尔 嘉 :“ 跟 p > 13 一 样 。 回 忆 一 下 变量 的 哥 德 尔 数 吧 。 (10.6 节 ) 








定义 12 



































IsVar(Z) 是 谓词 “z 是 

































































米尔 嘉 :“ 尤 里 ， 这 个 式 子 你 能 看 懂 吗 ?” 
尤 里 :“ 存 在 满足 x 是 第 n 
我 : “如 果 存在 满足 “ 


















































定义 13 not(z) 是 求 “-(z)” 的 函数 。 


not (zx) 








定义 14 


or(z,y) 是 求 “(z)V (y)” 


orl(%,Y) 泽 paren(Z)#( ) * paren(y) 


这 个 not(z)， 在 


和 ( ) * paren(Z) 


i 运算 的 导入 。” 





这 部 分 对 应 的 是 逻辑 公 


竺 表现 定理 里 



































H 现 过 


二 








的 函数 。 


定义 15 forall(z,a) 是 求 "Vz(a)” 的 函数 。 


forall(x, a) 


def 


( ) * (7) * paren(a) 


\ 式 一 (…)”， 对 

















国 


寸 吧 ? 9? 
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i 

















我 :“ 就 是 给 出 变量 > 和 逻辑 公式 a， 求 Vz (a) 的 函数 吧 ?” 


米尔 璐 :“ 说 得 再 准确 点 儿 的 话 ，forall(zx, a) 这 个 函数 的 意思 就 是 ， 
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当 x 是 表示 某 个 变量 的 哥 德 尔 数 ，a 是 表示 某 个 逻辑 公式 的 可 德尔 数 时 

求 相 当 于 Vz(a) 的 逻辑 公式 的 哥 德 尔 数 。” 
我 :“ 啊 ， 原 来 如 此 。 在 含义 的 世界 里 ， 形 式 系统 P 的 一 切 都 是 用 数 

表示 的 啊 。 

泰 条 拉 :“ 什 么 意思 ?” 

我 :“ 就 是 说 变量 和 你 辑 公式 全 都 是 用 哥 德 尔 数 来 表示 的 。” 

尤 里 :“ 不 用 检查 一 下 IsVar(z) 吐 ?” 
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El 























































































































米尔 嘉 :“ 尤 里 ， 你 这 问题 提 得 好 。 我 们 会 在 用 forall(zx, a) 的 时 候 





定义 16 succ(n, x) 是 求 “z 的 第 n 个 后 继 数 ” 的 函数 。 


succ(0, x) Ey 
succ(n+1,7x) = ((£)) * succ(n, Z) 



































尤 里 :“ 就 是 说 ，succ(0, 2z) 等 于 “z 本 里 '?” 


我 :“ 肯 定 是 这 样 啊 。 因 为 z 的 第 0 个 后 继 数 就 是 z 本 身 呀 。 


o 
























































泰 条 拉 :“succ(n 十 1;,zZ) 是 “连接 序列 了 和 序列 succ(n, z) 的 序列 ” 吗 ?” 
我 :“ 对 对 。 虽 然 有 点 原 地 打转 的 意思 吧 ……” 

泰 打 拉 :“ 因 为 从 nn 十 1 减 了 1， 所 以 没有 关系 ， 是 吧 ?” 

我 :“ 因 为 有 succ(0, xz)， 所 以 不 会 无 限 递 降 了 了,” 

里 :“ 刚 刚 ， 也 有 跟 这 个 很 像 的 ……” 

我 :“ 喔 喔 ， 这 跟 定 义 4 的 factorial(n) 也 很 像 呢 。” 
























































































































































@ 英文 写作 Method of Infinite Descent， 中 文 亦 称 费 马 递 降 法 。 这 是 专门 证 明 与 
正 整数 有 关 的 命题 的 方法 ， 常 用 于 确立 否定 的 结论 。 一 一 译 者 注 
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E 的 漫长 之 旅 “351 























定义 17 元 是 求 “ 对 于 nn 的“ 数 项 '” 的 函数 。 





元 型 succ(n, ([ oj )) 


























泰 洲 拉 :“ 就 是 “0 的 第 n 个 后 继 数 ” 这 个 定义 ， 对 吧 ?” 
尤 里 :“ 也 就 是 说 ,元 是 寿 .50 的 哥 德 尔 数 呀 1 ” 


i 
































EE 


定义 18 IsNumberType(x) 是 i 词 “z 是 第 1 型 符号 '”。 





























IsNumberType(7) es 





m,n<z [mn 尝 (oj V IsVarType(m, 1)) MX = succ(n, (m)| 





























米尔 嘉 :“mm = [oj V IsVarType(m,1) 这 里 ， 你 们 能 理解 吗 ?” 
我 :“ 我 觉得 指 的 是 ，m = [0] 对 应 fff0 这 种 形式 。” 
泰 打 拉 :“IsVarType(m,1) 对 应 的 则 是 fffx1 这 种 形式 ， 对 吧 ?” 






























































定义 19 IsNthType(x,n) 是 谓词 “z 是 “第 n 型 从 号 ””。 

















IsNthType(x,n) 从 人 二 1 入 IsNunberType(7) ) 





v(n >1 人 3#v < |IsVarType(v, n) 从 效 宇 (|) 
泰 洒 拉 :“ 总 觉得 ， 跟 计算 机 的 程序 似 的 。 


我 :“ 误 …… 那里 像 ?” 


泰 末 拉 :“ 分 情况 讨论 n= 1 和 n> 1 这 部 分 。” 












































口 . 


定义 20 IsElementForm(z) 是 谓词 “zx 是 “基本 逻辑 公式 ””。 


























IsSElementForm(Z) 2 da,b,n<z [IsNthType(a, n+1) 人 IsNthType(b,n) 


AZ=a* paren(b)| 











[esl 
[| 
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注意 ， 这 里 我 们 将 “3a, b,n < z[…]” 定 义 如 下 。 
3a,b,n < zl[.…] See 了 < z[ab < 2Z|3m < z[…]]| 
米尔 带 : “基本 逮 辑 公式 的 导入 。 
泰 末 拉 :“ 基 本 风 辑 公式 ， 就 是 a(b) 这 种 形式 的 逻辑 公式 吧 ?” 
米尔 嘉 :“ 对 。 不 过 a 必须 是 第 n 十 1 型 ，b 必须 是 第 n 型 。” 
我 : “原来 如 此 ，IsNthType(a,n 十 1) 人 IsNthType(b,n) 是 检查 类 
型 的 呀 。 

















定义 21 Is0p(z, a,b) 是 请 














词 “ 


是 “一 (a) 或 ‘(a) v (b) 或 “Yu(a)”。 


Is0p(z, a, b) 23 IsNotOp(x,a) V IsOr0p(z,a,b) V IsForallO0p(x, a) 




















注 3 
a) 定义 如 下 。 








IsNot0p(Z, a) “后 > 
IsOrOp(x, a, b) det 
IsForallOp(x, a) 3 




































































人 至 


一 





not(a) 


or(a, b) 























里 :“ 这 个 Op 是 什么 ?” 
米尔 嘉 :“ 是 运算 符 。Operator。” 
里 :“ 欧 破 瑞 特 ?” 
米尔 喜 : "在 这 里 指 的 是 -、V、Y。” 
定义 22 IsFormSeq(z) 是 谓词 “x 是 根据 “基本 逮 辑 公 


公式 ”的 序列 ”。 


' 罗 各 


























EE [Isvar(w) MX = forall(v,a) 


， 这 里 我 们 将 IsNot0p(z, a), IsOr0p(z, ab),IsForal10p(z， 


由 





的 


IsFormSeq(z) < len(z) > 0AVn < 


IsSElementForm(zZ [7] ) V 习 


10.8 
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len(z) 














\[/ 
zy 


起 来 很 复杂 ， 























“Ts 





米 














“ 啊 
泰 东 拉 : 


我 : 








泰 末 拉 :“ 


< 
尔 嘉 : 


子 

















“zx[n] 是 序列 z 的 第 n 

















琢磨 琢磨 就 简 



































万 列 化 里 的 都 是 





车 本 逻辑 


个 元 素来 着 ?” 
公式 ? 3 








0P(z [7m] 





,Zrp],z[dq]) 是 们 








F 么 啊 


“关键 在 于 p,q <n。” 








! z [nj 是 根 才 


“生成 的 ?” 


居 x[p] 





























“就 


民 : 


和 zz[q] 


[Rl 





生成 的 。” 


是 说 ， 











泰信 拉 : 











乡 式 证 





“就 是 


部 列 里 第 m 个 


明 吗 ?” 


和 zz[q] 





刀 . > 0 一 


pqa<n|pa> 0AIsoplzrm,z[pl,zfa)] 


给 下 
-= 


生成 的 啊 ! ” 





逻辑 


公式 xX[nj] 是 

















我 :“ 不 是 啦 。 是 逻辑 
以 及 Vz(a) 这 样 

















公式 的 定义 。 只 有 
































式 的 符号 


















































妆 照 逻辑 公 





b 样 , 根据 基本 




















J 序 乡 





| 表示 的 就 是 这 




















“用 服 


























口 


定义 23 
在 一 个 根据 


元 素 是 x”。 





“我 们 边 吃 点 心 边 继 续 吧 


个 构建 过 
多 太 多 ， 有 上 肚子 俄 了 ……” 


o 





根据 它 之 前 的 2 [p] 


时 公式 、”(a) 、(a) V (b)， 





公式 构建 好 了 哟 一 
































啊 ! 





IsForm(Z) 是 1 
































出 


“基本 逻辑 公 





词 “z 是 “逻辑 
构建 的 “逻辑 





公式 999 








公式 的 序列 " n， 使 


是 块 巧克力 是 我 的 ! ” 


。 此 处 我 们 定义 “ 存 


后 的 
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[esl 
|| 











(Tr 


IsForm(Z) 25an < M23(7) [IsFormseq(n) 人 IsEndedWith(n, 7)| 





























注意 ， 这 里 我 们 将 M23(x) 和 IsEndedWith(n, xz) 定义 如 下 。 


def rxX1len(z)? 
M23(7) x (pien(z)?) lSn le) 


IsEndedWith(n, x) 2 n[len(n)] = zx 








定义 24 IsBoundAt(v,n,Xx) 是 谓词 “' 变 量 ' wv 在 zz 的 第 n 个 位置 


6 AZ ee 939 
受 约束 '。 












































IsBoundAt(v,n, x) 24 IsVar(v) A IsForm(Z) 





k dobe wl =a%torall(y,b)*e 


人 IsForm(b) 人 len(a)+1<n< 1en(a)+1en(forall(v,b)) 


米尔 嘉 :“ 约 束 岂 的 导入 。” 


















































里 :“ 这 里 ! 因为 要 用 forall(u,b)， 所 以 检查 了 IsVar(v)。” 
泰 打 拉 :“len(a) 十 1<n<len(a) 十 len(forall(v,b)) 表示 的 是 
什么 范围? 












































米尔 嘉 : “表示 4 是 变量 v 受 约 束 的 范围 ， 就 是 Scope。 变量 v 不 一 






































定 在 该 范围 内 出 现 。 
a b 区 
一 一 PS 
vv(: a ) 
\ 一 一 一 
v 受 约束 的 范围 





























Q@ 在 分 析 某 些 具 体 的 逻辑 函数 时 , 经 常会 遇 到 “输入 变量 的 取 值 不 是 任意 的 ” 这 种 状况 。 
像 这 样 对 输入 变量 的 取 值 设置 的 限制 即 称 为 约束 。 一 一 译 者 注 
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定义 25 IsFreeAt(um;,Z) 是 谓词 “变量 "vv 在 z 的 第 nn 个 位 置 没 


有 “ 受 约束 '”。 





IsFreeAt(v,n, 7) 2 


IsVar(v) A IsForm(Z) v= 7x[n] 和 An < len(Z) 人 人 -IsBoundAt(v,n, x) 











定义 26 IsFreel(v, 了) 是 谓词 i 是 > 的 恋 量 » Ee 





























IsFree(v, 7) Sn < len(Z) IsPreeAt(v,n, 7)| 

















定义 27 图 数 substAtWith(x,n,c) 求 的 是 “用 c 代 换 xz 的 第 n 个 

































































元 泰 后 的 结果 ”。 注 意 ， 这 里 的 前 提 是 1<n< 1en(x)。 


substAtWith(z, n, c) ES 





minz < Ms(z, oj ab<z [n=1en(a) +1 


入 ==ay(zrm)*bAz=avcxb]| 
































米尔 需 :“ 自 由 变量 和 代 换 的 导入 。 
泰 洲 拉 :“ 到 处 都 是 变量 ， 搞 不 太 懂 …… ” 
我 : “这儿 的 重点 好 像 是 zx 和 z。” 


a b 
一 一 PR 























~~- 
b 


a C 




















泰 条 拉 :“ 就 是 说 ， 用 c 代 换 序列 z 的 第 个 元 素 后 ， 得 到 的 序列 等 





























定义 28 函数 freepos(j, wz) 求 的 是 “z 的 第 十 1 个 “自由 ' 的 


























各 
|] 


[eel 
[| 
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(Tr 























v 的 位 置 "。 注 意 ， 这 里 的 “第 k 十 1 个 ”是 从 序列 的 结尾 数 起 ， 也 就 是 
从 后 往 前 数 的 。 此 外 ， 当 vw 在 该 位 置 不 自由 时 ,该 甬 数 返回 0。 
























































t 















































Ma 


IsFreeAt(v,n, zx) 


freepos(0,v, 7) df minn < len(z 








入 -(3p < len(7) In <pAIsFreeAt(v,p, 2)| )| 


freepos(k + 1,v,7) Ef minn < freepos(k,v, 7) [spreeht(o, n, x) 





和 人 (3 < freepos(k, vw, 7) a <pA 人 IsFreeAt(v, p,7)| )| 




















泰 洲 拉 :“ 为 什么 只 有 这 里 v 的 位 置 要 从 后 往 前 倒 着 数 呢 ?” 
米尔 嘉 :“ 稍 后 就 能 揭晓 谜底 了 。 




















































































































|s: 


定义 29 函数 freenum(u,z) 求 的 是 “在 z 中 有 和 多少 个 “自由 ”的 vw 























freenum(v, x) EE minn < len(7) [freepos(n,v, 7) = 0| 





























1 的 天 个 “ ， 











La 
3 





定义 30 函数 substSome(k, zx,v,c) 求 的 是 
的 v 的 位 置 ， 用 c 代 换 后 得 到 的 “ 风 辑 公式 ””。 












































def 
| substSome(0, x,v, c) 二 zx 


d 
substSome(k + 1,7,v,c) 三 substAtWith(substSome(k, x,v, c¢), freepos(k, wv, x),c) 





我 :“ 我 明白 了 !” 

泰 淋 拉 :“ 了 明白 什么 了 ?? 

我 :“ 为 什么 在 freepost(k, v,x) 那里 ,位 置 是 从 后 往 前 倒 着 数 的 。” 

泰 洲 拉 :“ 为 什么 ?” 

我 : “计算 substSome(k, z,uc) 的 时 候 , 天 会 逐渐 减 小 。 
想 让 式 子 计 算 到 结尾 的 时 候 结果 为 0， 就 得 反 过 来 数 。 






















































































By 


此 ,要 
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| 加 三 | 





所 有 的 a 的 “自由 的 v 都 

















定义 31 函数 subst(a,wv,c) 求 的 是 “于 
jc 代 换 后 的 “逻辑 公式 ""。 









































subst (a, v, c) 你 substSome((freenum(v, a), a,v,c) 
































米尔 嘉 :“ 这 个 subst(a,v,c) 是 公理 III-1 中 出 现 过 的 “把 a 的 所 有 


四 由 的 v 用 c 代 换 后 的 逻辑 公式 ”。” 













































































定义 32” 子 数 implies(a,b)、 函数 and(a,b)、 函数 equiv(a,b)、 函 
数 exists(z,a) 分 别 求 的 是 “(a) 地 (b)” “(a) A (b)” “(a) = (b)” “3z(a)” 


(10.4.3 节 )。 





implies(a, b) 人 or(not(a),b) 
and(a, b) 三 not(or(not(a), not(b))) 
equiv(a, b) 党 and(implies(a, b), implies(b, a)) 


exists(x,a) 型 not (forall(zx, not(a))) 














定义 33 隙 数 typelift(n,z) 求 的 是 “把 x' 形 式 提升 n 后 的 结 
果 ”。“ 乘 以 prime(1,x[k] )n” 这 部 分 相当 于 形式 提升 。 然 后 ， 根 据 是 否 


是 常量 来 分 情况 讨论 ， 对 于 向量 ， 不 作 形 式 提 升 。 














































































































typelift(n, x) EE miny < zz ) 区 < len(z) | 
(1svar(z [A]) AvyLk] = z[k] ) 


V (Isvar(z [Kk])Avy[k] = z[k] x prime(1,z[A])")| 














358 第 10 章 ， 哥 德尔 不 完备 定理 














。 例 如 ， 假 设 x 是 逻辑 公式 za(z1)。 
。 作 为 序列 来 看 的 话 ，z 是 [22]( ( [zj() )。 
。typelift(l,z) 是 [zal((]jfea() )。 
。typelift(2,z) 是 [cd((]fea() ]。 
“不管 常 量 [ (和 () ])， 只 对 变量 [za] 和 [@ 单 独 作 了 


泰 打 拉 :“ 总 感 游 ……… 这 个 也 很 像 程 序 。” 

我 : “程序?” 

泰 休 拉 :“ 就 是 根据 是 否 是 IsVar(x[k] ) 来 分 情况 讨论 。” 
米尔 嘉 :“YK 和 len(z) 是 上 限 为 1en(z) 的 循环 。” 
泰 末 拉 :“ 哥 德尔 在 没有 计算 机 的 时 代 就 做 了 这 些 证 明 呀 ……” 









































NSN 


式 提升 。 








































































































10.8.5 公理、 定理 、 形 式 证 明 























定义 34 IsAxionmI(z) 是 谓词 “z 是 根据 


公理 工 10.4.4 节 ) 得 到 的 
‘逻辑 公式 '”。 与 公理 I-1、 公 理 I-2、 公 理 1-3 


对 应 的 哥 德 尔 数 分 别 是 







































































Q1、Q2、Q3o 


def 
IsAxiomI(z) E>r=aVri=aVr= a 














米尔 嘉 :“ 公 理 的 导入 。 
我 :米尔 嘉 ， 你 看 上 去 很 高 兴 嘛 。 
米尔 嘉 :“ 因 为 终于 到 了 能 讨论 形式 系统 的 地 方 啦 。 













































































定义 35 IsSchemaII(n,zx) 是 谓词 “x 是 根据 公理 II-mz(10.4.4 节 ) 
得 到 的 “逻辑 公式 ””。 


























def 
IsSchemaII(l,z) E> 3p 扩 7 [IsForn(p) 


人 z= implies(or(p,p),p) | 
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def 
IsSchemaII(2, x) < Ipq<z | IsForm(p) 和 IsForm(q) 


AZ = implies(p, or(p, q) | 


def 
IsSchemaII(3,z) Ipq<zr [IsForm(p) 人 IsForm(g) 


人 X= implies(or(p, dq), orl(gq, p)) | 


IsSchemaII(4, x) < eR | IsForm(p) 和 AIsForm(q) A IsForm(r) 


和 AZ=:implies(implies(p,q),implies(or(T,P)， or(r,p))) | 

















定义 36 IsAxiomII(z) 是 谓词 “z 是 根据 公理 II( 10.4.4 节 ) 得 到 


的 “逻辑 公式 '”。 























, def 
IsAxiomII(7X) < 一 > 


IsSchemaII(1,z) V IsSchemaII(2,z) V IsSchemaII(3,z) V IsSchemaII(4,Z) 
























































定义 37 IsNotBoundIn(z,y,v) 是 谓词 “在 y 中 是“ 自由’ 的 范围 
内 ，z 没有 受 “约束 " 的 “变量 '”。 


























IsNotBoundIn(z, y,v) 世 ( 3n < len(y) | yg len(z)| dw<z 


w=z[m] 和 人 IsBoundAt(w,n,t) 人 IsFreeAt(v,n,y) | | | ) 























定义 38 IsSchemaIII(1,x) 是 谓词 “z 是 根据 公理 III-1( 10.4.4 节 ) 
得 到 的 “逻辑 公式 '”。 

















IsSchemaIII(1, x) 2 





3v,Y; ZN < < z| IsVarType( (v,n) 人 IsNthType(z, n) A IsForm(y) 
人 IsNotBoundIn(z,y,v) 


人 X= implies(forall(v,y), subst(y,v, z)) | 
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二 
































定义 39 IsSchemaIII(2,z) 是 谓词 “x 是 根据 公理 III-2(10.4.4 说 ) 
得 到 的 “逻辑 公式 ""。 























IsSchemaIII(2, 7) 2 





v,dp zr| IsVar(v) 人 IsForm(p) 人 ~IsFree(v,p) 人 IsForm(qd) 


人 X= implies(forall(v, or(p, dq)), or(p, forall(v, q))) 






































定义 40 IsAxiomIV(z) 是 谓词 “zx 是 根据 公理 IV( 10.4.4 节 ) 得 到 








ISAxiomIV(Z) < 





3u,v,y,n < zlIsVarType(u,n+1) 人 IsVarType(u,n) 
人 -IsFree(u,y) 人 IsForm(y) 


人 X= exists(u,forall(v,equiv((u) * paren((v)), )))| 



































定义 41 IsAxiomV(x) 是 谓词 “z 是 根据 公理 V( 10.4.4 市 ) 得 到 的 “多 


辑 公式 '”。 与 公理 V 对 应 的 哥 德 尔 数 是 w4。 





























CN 


IsSAxiomV(Z) In<z [z = typelift(n, oa4) 
































定义 42 IsAxiom(z) 是 谓词 “z 是 “公理”” 














[e] 


IsAxiom(x) 2 


IsAxiomI(z) V IsAxiomII(Z) V IsAxiomIII(Z) V IsAxiomIV(Z) V IsAxiomV(Z) 


























注意 ， 这 里 我 们 将 IsAxiomIII(z) 定义 如 下 。 


IsAxiomIII(z) < TsSchemaTII(1,z) V IsSchemaIII(2,z) 




















定义 43 IsConseq(z,a,b) 是 谓词 “zx 是 a 和 Pb 的 “直接 推论 '”。 























IsConseq(7x, a, b) a= implies(b,z)V3vuw 所 2 | IsVar(v) AZ = forall(v,a) | 





T 广 


生 的 漫长 之 旅 361 





10.8 冬天 通 往 可 证 明 





























理 岗 则 。” 
泰 打 拉 :“ 这 里 出 现 的 Conseq 指 的 是 ?” 


米尔 嘉 :“ 是 直接 推论 的 英文 Immediate Consequence 的 略称 。” 

























































































泰 打 拉 :“V 前 面 的 部 分 ， 指 的 是 根据 a = implies(b,z) 和 b 得 出 
ZT 吧 。” 
米尔 嘉 :“ 相 当 于 根据 b 一 x 和 上 b 得 出 zx。” 
































EE 


泰 条 拉 :“ 那 v 后 面 的 部 分 , 指 的 是 根据 a 得 到 forall(v, a), 对 
米尔 嘉 : “ 相 当 于 根据 得 到 vv(a) a 


a 
里 :“ 啊 ， 这 边 也 检查 了 IsVar(w)。” 




















































































































定义 44 IsProof(z) 是 谓词 “z 是 “形式 证 明 ””。 


IsProof(Z) 3 len(x)>0 


人 Vn < len(7) | 7 > 0 一 IsAxiomAt(z,n)V ConseqAt(x,n) 














委 IsAxiomAt(z,m) 和 ConseqAt(z,n) 定义 如 下 。 








注意 ， 这 里 我 们 ; 











IsAxiomAt(x,n) < IsAxiom(x, [n]) 





ConseqAt(x,n) < 3 pd<n | p,qd > 0 和 人 IsConseq(z[n],z[p],z[q]) 


























定义 45 Proves(p,z) 是 谓词 “p 是 zx 的 “形式 证 明 '”。 








Proves(p, x) < IsProof(p) A IsEndedWith(p,Z) 

















米尔 嘉 :“ 尤 里 1” 

尤 里 :“ 在 ! p 是 形式 证 明 ， 结 尾 的 逻辑 公式 是 z。” 
我 :“p 从 形式 上 证 明了 z…… 吗 ?” 

泰 打 拉 :“ 总 算 证 明 出 来 啦 ……: 
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跟 定 义 46 的 








名 
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定义 46 


“那么 多 


一 时 间 大 家 都 埋头 思 洲 着 [e) 




















IsProvable(z) 是 谓词 “对 7z 而 言 ， 存 在 “ 
IsProvable(Z) 和 > 3 


我 们 来 猜 个 谜 。 
巨大 差异 在 哪儿 ?” 























def 








I 





' 米尔 嘉 














p| Proves(p, x) 














| 



































多 式 证 明 ””。 






































































































































]?” 尤 里 说 道 。 


















































明确 点 。” 米 入 
































\ 
“ 嘉 说 道 。 




















和 定义 46 

































































3p 这 种 形式 。” 


带 悦 色 地 说 道 ,“ 定 义 1~ 定 义 45 


愉 泊 让 入 





















































闻 也 出 现 了 习 吧 。" 米尔 需 说 道 ， 但 眼 里 却 透 有 




















特 ， 我 是 说 定义 46 的 3p 并 不 是 























义 1 
是 原 


10.9 新春 


10.9.1 


















































里 ! ”米尔 喜 说 道 ,“ 从 定义 1 到 定义 45， 不 














3p < M 这 样 的 形式 。” 





管 是 Y 还 




















都 有 上 限 。 如 果 我 们 把 v 和 习 想 成 “研究 循环 命题 的 结构 ， 那 么 就 



































始 递归 



































上 限 。 的 意思 就 是 已 知 且 
到 定义 45 












































E 复 的 次 数 。 这 就 是 原始 递归 性 。 从 定 








， 全 都 是 原始 递归 的 。 只 有 定义 46 的 TsProvable(z) 不 


“季节 ”的 确认 





不 可 判定 语句 











Bb 入， 





的 经 





历 。 


马上 就 要 到 “新 








”了 。 我们 先 来 确 






































认 一 下 前 
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“春天 ”， 我 们 定义 了 形式 系统 P， 也 就 是 形式 系统 PP 的 基本 符号 、 
里 规则 ， 等 等 。 
“夏天 "”， 我 们 定义 了 哥 德 尔 数 。 确 定 了 把 形式 系统 P 的 基本 符号 和 
序列 跟 数 相对 应 的 方法 。 这 样 一 来 ， 就 可 以 用 数 来 表示 形式 系统 了 。 
“秋天 ”， 我 们 定义 了 原始 递归 函数 和 原始 递归 谓词 。 此 外 ， 虽 然 没 
去 证 明 表现 定理 ， 但 也 学 习 了 它 。 表 现 定理 是 从 含义 的 世界 通 往 形式 
的 世界 的 桥梁 。 

“冬天 ”， 我 们 把 Proves(p, x)， 即 谓词 “p 是 x 的 “形式 证 明 '” 定 
义 成 了 原始 递归 谓词 。 





















































































































































































































































和 



































































































































含义 的 世界 式 的 世界 
算术 系统 式 系 统 
f \ i / \ 
表现 定理 
原始 递归 谓词 ”逻辑 公式 
哥 德 尔 数 符号 
数 所 逻辑 公式 
乡 式 证 明 
下 面 ， 该 “新春 " 了。 我 们 要 以 前 面 的 一 切 准备 为 基础 ， 构 成 不 可 判 














































































































定语 句 。 形 式 系统 P 表示 A 和 -A 都 包含 无 法 从 形式 上 证 明 的 语句 ， 即 
不 可 判定 语句 。 




















“新 春 ” 由 八 个 阶段 构成 。 

下 面 我 们 按照 “种子”“ 绿 节 "“ 枝 权 ”"“ 叶 子 ”“ 和 蓓 一"， 以 及 “梅花 "“ 桃 
花 ”“ 樱 花 ” 的 顺序 来 进行 讨论 。 在 最 后 的 “樱花 ”阶段 ， 第 一 不 完备 定理 
的 证 明 才 会 结束 。 
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10.9.2 种子 一 一 从 含义 的 世界 到 形式 的 世界 
我 们 将 含有 两 个 变量 的 谓词 Q 定义 如 下 。 












































def 加 
Q(z,y) < 一 Proves(Z, subst(y， (四 ， y)) 

















Q(z,y) 是 谓词 “z 不 是 subst(y, (由 ,了 ) 的 “形式 证 明 '”。 这 是 原 
始 递 归 谓 词 ， 因 为 Q(z,y) 是 用 我 们 在 “冬天 ”定义 的 原始 递归 谓词 和 原 
始 递归 函数 定义 的 。 

在 此 ， 为 了 便于 阅读 ， 我 们 将 变量 的 哥 德 尔 数 定义 如 下 。 


加 至 17， 四 空 19 


尤 里 ;“ 我 们 在 “冬天 "定义 了 什么 来 着 ?” 
我 :“Proves(p,Zz) 和 subst(z,vc) 呀 。 
泰 采 拉 :“ 还 有 ……… 求 数 项 的 函数 元 也 是 。 
里 : 所 呢 ? 四 
我 :“( 轨 是 19， 只 是 个 数 而 已 。” 
里 :“ 为 什么 [Ww] 是 19 来 着 ?” 

我 :“ 因 为 变量 的 可 德尔 数 的 定义 呀 。”( 10.6.1 市 ) 

米尔 嘉 :“ 只 是 一 个 数 ， 就 是 说 常量 函数 也 是 原始 递归 函数 。 



















































































































































































































































































见 定理 中 的 “秋天 -2”( 10.7.3 节 )， 我 们 就 可 以 得 


一 旦 在 这 里 使 用 表 融 
出 : 对 于 任意 数 m,n， 存 在 双 变 量 逻 辑 公 式 q， 使 得 以 下 关系 成 立 。 





























是 

















-Q(m,7z) 全 存在 not(q( 元 ,元 )) 的 “形式 证 明 ” 



































注意 ， 这 里 我 们 将 q (元 ,元 ) 定义 如 下 。 


dq(m, 7) ee subst(subst(q, 7m), |y1), 7) 











10.9 新 春 





不 可 判定 语句 365 














EE 

六 

这 
| 

米 
-| 
各 
沽 
be 
| 
& 
































米尔 副 : 不 是 。 这 上 















































米尔 嘉 :“ 所 以 qd (元 ,元 
































得 到 的 语句 的 哥 德 尔 数 。” 
泰 条 拉 :“ 响 …… 这 样 呀 。 这 么 说 来 ， 在 讲 表现 定理 的 时 候 ， 也 讲 过 
同样 的 内 容 呢 。” 


























泰 条 拉 :“ 不 好 意思 ， 我 不 明白 这 两 个 有 什么 差别 。” 
米尔 嘉 :“q 是 双 变量 逻辑 公式 的 哥 德 尔 数 。 变 量 的 哥 德 尔 数 是 加 
































泰 末 拉 :“ 了 人 解 。 就 是 17 和 19 吧 。” 









































) 就 是 ， 把 q 的 两 个 变量 分 别 用 元 和 元 代 换 后 







































































为 了 方便 讲解 ,我 们 先 说 了 能 从 “秋天 -2” 推 导出 的 部 分 , 但 是 “ 秋 






































天 -1” 和 “秋天 -2” 需 要 一 起 来 看 。 也 就 是 说 , 这 里 出 现 的 q 在 “秋天 -1” 

















和 “秋天 -2” 中 是 一 样 的 。 
接 下 来 , 用 IsProvable 


式 证 明 ””， 得 到 下 面 的 A0 




































































“秋天 -1” 我 们 之 后 再 讲解 。 


(not(q( 均 ,元 ))) 表 示 “ 存 在 not(q( 均 ,元 )) 的 














‘ 














NN 





o 


pb A0: -Q(m,n) SS IsProvable(not(g (7,7))) 




















根据 谓词 Q 的 定义 ， 


-Q(m,7) 可 以 写成 ~--Proves(m,n, ( 元 ))， 














也 就 是 Proves(m,n, (7)) 








。 注 意 ， 这 里 我 们 将 mn( 元 ) 定义 如 下 。 








_A def 四 )， 元 ) 


n(n) = subst(n, 








然后 ， 根 据 A0 得 出 下 











面 的 Al。 

















Pb Al1: Proves(m,n, (元 )) SS IsProvable(not(dq (元 ,元 ))) 




















我 们 会 在 “叶子 ”阶段 


到 这 个 Al。 
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泰 打 拉 :“ 话 说 回来 ， 刚 才 那 个 subst(n, [四], 元 ) 到 底 是 什么 ?” 

我 : “ 才 单 变 最 钦 辑 公 式 1 的 变量 []， 咽 sess 导数 项 是 nn 本 E 
的 元 代 换 后 得 到 的 语句 ， 大 概 是 这 个 意思 吧 。” 

米尔 嘉 :“ 没 错 。 从 元 数学 的 角度 来 看 ， 这 么 表达 很 恰当 。 而 换 到 算 
术 的 角度 , 就 非常 喝 喇 了 。 “逻辑 公式 ”会 变 成 “逻辑 公式 的 哥 德 尔 数 ”， 设 
为 数 项 的 元 ' 会 变 成 “ 设 为 数 项 的 元 的 哥 德 尔 数 ”，“……. 得 到 的 语句 ” 则 
会 变 成 “……… 得 到 的 语句 的 哥 德 尔 数 '。 这 是 因为 一 切 都 用 数 来 表示 了 。” 

泰 打 拉 : “那个 …… subst(n, 因 ), 元) 究竟 指 的 是 什么 呢 ?” 

米尔 嘉 :“n 的 对 角 化 。 也 就 是 说 , 设 ' 口 是 OOO’ 为 n，subst(n,， 
四， 元 ) 就 是 “ 口 是 DO "中 的 OO 。 

这 次 我 们 就 用 表现 定理 的 “秋天 -1” 来 得 出 下 面 的 B0。 
Pp BO: Q(m,n) SS IsProvable(q (元 ,元 )) 

根据 谓词 Q 的 定义 , Q(m,n) 可 以 写作 -Proves(m,m, (元 ))。 然 后 ， 
根据 B0 得 出 下 面 的 Bl。 
Pb Bl: -Proves(m,n, (元 )) SS IsProvable(q (有 元 ,元 )) 

我 们 会 在 “储蓄 ”阶段 用 到 这 个 B1。 

我 : “怎么 了 ， 泰 打 拉 ? 看 你 不 停 地 翻 笔记 。” 

泰 打 拉 : “ 没 每 …… 只 是 想到 J 点 东西 
10.9.3” 绿 芽 一 一 p 的 定义 

设 a 的 两 个 自由 变量 为 国 和 ( 罗 ， 为 了 明确 表示 这 一 点 , 我 们 把 q 



































写成 q((z1], (好)。 
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q = q([z1), (1)) 


中 公式 p 定义 成 forall({zj,q)，Pp 就 可 以 写成 下 

















现在 ， 如果 把 逻 





-HH 





























pe forall((z1), qa((21),(y1))) 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 



























































仔细 观察 的 话 ,我 们 就 会 发 现 q 的 自由 变量 [oj 在 p 中 是 受 forall 
(ij,…… ) 约束 的 , 因此 p 只 持 有 人 (中 ] 这 个 自由 变量 。 我 们 将 p 记 作 p([ 加 )， 
所 以 p([g 四 ) 能 写成 下 面 的 C1 这 样 。 


Pp Cl: p(n)) = forall((z1) qd ED ) 
在 Cl 中 , 用 五 代 换 加 ,得 


Pb C2: p(B) 三 forall((z1) q([(z 


vy As w def 二 
注意 ， 这 里 设 p(B) 三 subst(p, [加 )。 




















7 




























































































下 面 的 C2。 











Ee 




















B)) 


) 






































我 们 会 在 “叶子 ”和 “ 信 荔 ”阶段 用 到 这 个 C2。 











10.9.4 ” 枝 权 一 一 r 的 定义 
在 “ 枝 权 ”阶段 ,我 们 要 把 + 这 个 单 变量 逻辑 公式 定义 成 q((z1], 5)。 
因为 + 中 剩 下 的 自由 变量 是 cj， 所 以 我 们 把 > 写作 r([c]) 。 


> C3: r((z1) eq((e1)B) 


在 C3 中, 我们 用 页 代 换 [zdJj， 得 出 下 面 的 C4。 
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机 
[| 











ft 














我 们 会 在 “叶子 ” 和 “ 竺 恤 ”阶段 用 到 这 个 C4。 

不 要 志 记 我 们 现在 还 身 处 “含义 的 世界 ”里 , 面 对 的 一 直 都 是 数 。 然 而 ， 
这 里 的 数 指 的 是 哥 德 尔 数 。 从 算术 的 角度 来 看 ， 我 们 面 对 的 是 数 ， 从 元 
数学 的 角度 来 看 , 我 们 面 对 的 则 是 “ 数 项 ”逻辑 公式 ”, 或 者 是 “形式 证 明 ”。 


















































































































































































































































10.9.5 ”叶子 一 一 从 Al 往 下 走 
在 “叶子 ”阶段 ， 我 们 的 目标 是 用 r 来 表示 在 “种 子 ” 阶 段 推 导出 的 
























































Al。 


Pb Al: Proves(m,n (7.)) SS IsProvable(not(q (7™T,7N))) 








把 p 代 入 Al 的 n， 得 出 下 面 的 A2。 























Pb A2: Proves(m, p(B )) SIsProvable(not(q(7, 5))) 











H 下 面 的 A3。 











lt 








根据 A2 和 C2“ (p(5)= forall((z1), q ((z1), 5))) ”得 
Pb A3: Proves(m,forall( (1),q ( (21),5))) > IsProvable(not (gq (7m,5))) 


根据 A3 和 C3“(r((z]]) = q((21]],5))”， 得 出 下 面 的 A4。 





























Pb A4: Proves(m, forall( 2), i ((2d ))) SS IsProvable(not(q (7™, 5))) 











根据 A4 和 C4"(r( 元 ) = q (元 ,5)”， 得 出 下 面 的 A5。 




















Pb A5: Proves(m, forall( Zi ((z1))) ))) SS IsProvable(not(r(7m))) 




















我 们 会 在 “ 梅 伦 ” 阶 段 用 到 这 个 A5。 
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10.9.6 





不 可 判定 语句 








蓓 荔 一 一 从 Bl 开始 往 下 走 


369 
在 “信和 芋 ” 阶段 ,， 我们 的 





Bl, 




















目标 是 




















来 表示 在 “种子” 阶段 推导 






































Pb Bl: -Prowes(m,n(7)) SS IsProvable(q (7T,7)) 
把 p 代 入 Bl 的 nn， 














得 出 下 面 的 B2。 














> B2. -Prowes(m, p(B)) 和 > IsProvable(q (mT,B)) 
根 和 


居 B2 和 C2“(p (5) = foral1([z1],q ((z1j,5)))”， 得 出 下 面 的 B3。 
Pb B3: -Prowes(m, forall(zx1,d (x1,5))) > IsProvable(q (m,P)) 


























根据 B3 和 C3”(r((z)) 尝 gq (zi),B))”， 


























号 出 下 面 的 B4。 
> B4: -Prowes(m, forall((z1),r ((z1)))) > IsProvable(g (7,5)) 
根据 B4 和 C4"(r (元) 























出 下 面 的 B5。 
pb B5: -Prowes(m, forall((z1),r ((z1)))) 这 IsProvablel(r (7 )) 
我 们 会 在 “桃花 ”阶段 





























到 这 个 B5。 


10.9.7 不 可 判定 语句 的 定义 
此 实 上 ， 刚 刚强 


现在 “ 蓓 蓄 ” 阶段 的 forall([G],r([])) 是 个 不 可 
定语 句 。 我 们 就 称 该 语句 为 g 吧 


省 串 





























Uo 





























9 
> g 的 定义 g 举 forall((z1),r (21))) 
要 证 明 g 是 不 可 判定 语句 ， 只 要 证 明 以 下 两 项 即 可 。 
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[esl 
[| 











ft 


® 一 IsProvable(g) 


e 一 IsProvable(not(g)) 

















我 们 将 分 别 在 “梅花 ”和 “桃花 ”阶段 来 证 明 这 两 项 。 











10.9.8 梅花 一 一 -lsProvable(g) 
这 里 假设 一 个 前 提 式 系 统 P 是 相 容 的 。 






































> D0: 形式 系统 P 是 相 容 的 。 





在 “梅花 ”阶段 ， 我 们 想 证 明 的 命题 是 -IsProvable(forall([zj， 
r( (zu)))。 这 里 要 使 用 反 证 法 。 假 设 下 面 的 D1 是 我 们 想 证 明 的 命题 的 否定 。 
















































































Pb D1: IsProvable(foralll( z1), r( z1)))) 





























把 D1 中 的 forall({cj, r( (J)) 的 形式 证 明 假设 为 s， 得 出 下 面 的 





























卫 25 


> D2. Proves(s, forall( (21), r((z1)))) 





在 此 ， 我 们 来 看 一 下 在 “叶子 ”阶段 导出 的 A5。 因 为 对 于 任意 m， 
A5 都 成 立 ， 所 以 即使 拿 D2 的 s 当 作 m，A5 也 成 立 。 因 此 ， 可 以 得 出 
下 面 的 D3。 





























I 

















Pb D3: Proves(s, forall( (21), r((z1)))) > IsProvable(not(r(s))) 











根据 D2 和 D3 得 出 下 面 的 D4。 




















Pb D4: IsProvable(not(r(s))) 



























































下 面 来 看 D1。 我 们 从 元 数学 的 角度 出 发 来 就 形式 系统 进行 考察 。 根 
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据 D1， 我 们 已 知 forall({zj, r( (zd)) 这 个 语句 存在 形式 证 明 。 也 就 
是 说 ，forall((z1], r( [zj)) 会 成 为 定理 。 
在 这 里 ,我们 把 D1 跟 形式 系统 P 中 的 公理 III-1 相 结合 ,得 出 
subst(r,{zj, 5)， 也 就 是 r(5)。 这 样 一 来 ，r(5) 也 会 成 为 定理 。 
因为 r(5) 存在 形式 证 明 ， 所 以 可 以 得 出 下 面 的 D5。 






























































































































































Pb D5: IsProvable(r(s)) 





























根据 D4 和 D5, 我 们 知道 了 not(r(5)) 和 r(s) 都 能 从 形式 上 来 证 明 。 
因此 ， 可 以 得 出 下 面 的 D6。 





















































> D6: 形式 系统 P 是 矛盾 的 。 






































D6 跟前 提 D0 (形式 系统 P 是 相 容 的 ) 相 矛盾 。 因 此 ,根据 反 证 法 ， 
之 前 假设 的 D1, 好 “(IsProvable(forall( fc， et (21)))) )” 的 否定 成 立 。 
也 就 是 说 ,我 们 证 明了 下 面 的 D7 成 立 。 





















































Pb DT: -IsProvable(forall((z1), r((z1)))) 

















泰 打 拉 :“ 呈 …… 刚刚 是 不 是 出 现 了 两 种 “矛盾 "?” 
米尔 嘉 :“ 你 注意 到 了 这 点 呀 。” 

我 :“ 两 种 ?” 
米尔 嘉 :“D4 和 D5 在 形式 的 址 界 里 相 矛 盾 逻辑 公式 和 其 否定 











































































































































































































米尔 嘉 :“D0 和 D6 在 含义 的 世界 里 相 了 矛盾 ,命题 和 其 否定 都 成 立 。” 
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10.9.9 桃花 一 一 ”IsProvable(not(g)) 的 证 明 












































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































对 形式 系统 P， 我 们 以 下 面 的 了 0 为 前 提 条 件 。 
> E0: 形式 系统 P 是 w 相 容 的。 

这 里 ， 我 们 来 定义 一 下 二 矛盾 和 w 相 容 吧 。 
> w 矛 盾 “ 某 个 形式 系统 是 w 了 矛盾 的 ” 指 的 是 对 于 单 变量 逻辑 公式 fcy) 
而 言 ， 下 面 两 个 条 件 都 能 成 立 。 

。f(0),f(1),f(2).… 都 存在 形式 证 明 。 

® not(forall(|zx1),f( (z1)))) 存在 形式 证 明 。 
> w 相 容 “ 某 个 形式 系统 是 w 相 容 的 ” 指 的 是 形式 系统 没有 ww 矛盾 。 

比 起 单纯 的 相 容 ，w 相 容 是 更 为 奇 刻 的 条 件 。 如 果菜 个 形式 系统 是 
w 相 容 的 ， 那么 就 可 以 说 它 肯 定 是 相 容 的 。 然 而 反 过 来 ,我 们 不 能 因为 
某 个 形式 系统 是 相 容 的 ， 就 说 它 一 定 是 w 相 容 的 。 

我 :“ 就 算是 相 容 ， 也 不 一 定 是 w 相 容 么 …… 真 不 可 思议 啊 。 既 然 对 
于 任何 数 +， 我 们 都 能 从 形式 上 证 明 fE)， 那 么 不 就 也 能 从 形式 上 来 证 明 
not(foralll( 图 i (z1)))) 吗 ?” 

米尔 需 :“ 从 数 的 标准 解释 来 说 ， 确 实 会 感到 不 可 思议 。 这 是 因为 ， 
关于 “所 有 的 数 ” 的 观点 ， 和 使 用 了 “VYV” 的 观点 间 存 在 偏差 。” 

泰 淋 拉 :“ 为 什么 会 冒 出 来 个 w?” 

米尔 需 :“ 这 里 使 用 的 w 是 数 的 集合 w = {0, 1,2,.….} 的 意思 。w 相 
容 这 个 说 法 可 能 是 根据 “从 数 的 标准 来 解释 是 不 矛盾 的 ”这 一 点 来 说 的 。 
@ 相 容 性 又 叫 作 无 矛盾 性 或 一 致 性 ， 因 此 “w 相 容 ” 也 可 以 说 成 “w 无 矛盾 ”。 
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这 样 一 来 ， 我 们 想 在 “桃花 ”阶段 证 明 的 就 是 以 下 内 容 了 。 








IsProvable(not(forall( [zx1), r( (£1))))) 














根据 我 们 在 “梅花 ”阶段 推导 出 的 D7， 下 面 的 Bl 对 于 任意 逻辑 公 



































式 的 序列 都 成 立 。 
Pp El: -Proves(t, forall( [zx1), r((z1)))) 



































下 面 的 E2。 

















在 “ 蓓 一 ”阶段 推导 出 的 B5 在 m 为 t 时 也 成 立 ， 因 此 我 们 可 以 得 











Es 





Pb E2: -Proves(t, forall( (21), r((z1)))) > IsProvable(r(t)) 











根据 El 和 E2， 可 以 得 出 下 面 的 EE3，E3 对 任意 t 都 成 立 。 























Pb E3: IsProvable(r(t)) 





我 们 在 此 处 使 用 反 证 法 。 
假设 下 面 的 E4 是 我 们 想 证 明 的 命题 的 否定 。 



































> EE4: IsProvable(not (forall( [zx1), r((z1))))) 











根据 E4 和 “E3 对 任意 t 都 成 立 ” 得 出 E5。 














> EE5: 形式 系统 P 是 ww 矛盾 的 。 





























E5 跟前 提 E0 (形式 系统 P 是 w 相 容 的 ) 相 矛盾 。 
因此 ， 根 据 反 证 法 ， 我 们 假设 的 了 4 的 否定 成 立 。 
也 就 是 说 ， 我 们 证 明了 下 面 的 也 6 成 立 。 


















































Pp 卫 6 : IsProvable(not(forall((z1), r((z1))))) 
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10.9.10 樱花 一 一 证 明 形 式 系统 卫 是 不 完备 的 











根据 我 们 在 “梅花 ” 阶段 推导 出 的 D7 和 在 “桃花 ”阶段 推导 H 









































E6， 可 以 得 出 下 面 的 Fl。 




















> Fl: g 和 not(g) 两 者 都 不 存在 形式 证 明 






































根据 Fl 得 出 下 面 的 F2。 


























> F2: 形式 系统 P 是 不 完备 的 


























: 

















以 上 就 是 第 一 不 完备 定理 的 证 明 。 好 啦 ， 我 们 可 以 休息 











OO OO OO 









































“ 喇 二 如 尤 里 中 在 虹 于 Fn I 人 着 。 
“感觉 …… 好 烧 脑 啊 。” 我 说 道 。 
泰 条 拉 专 注 地 在 笔记 本 上 面 着 图 。 
“ 泰 条 拉 ， 你 在 画 什 么 呢 ?” 
““ 新 春 ' 之 旅 的 地 图 ! ” 泰 末 拉 活 力 十 足 地 把 笔记 































































































本 递 给 我 看 





RT 





自 。 
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+ 


CO) 命题 
人 反 证 法 的 假设 
(2) 人 根据 反 证 法 的 假设 


企 导 出 的 命题 























“新 春 " 之 旅 的 地 图 
(第 一 不 完备 定理 证 明 的 最 终 阶段 ) 
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10.10 不 完备 定理 的 意义 


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































10.10.1 “' 我 ”是 无 法 证 明 的 ” 

在 这 个 名 为 “ 氧 ” 的 房间 里 ， 和 白板 被 公式 填 满 ， 桌 子 上 也 乱 糟 粳 的 ， 
都 是 我 们 方才 写 的 笔记 。 

米尔 嘉 的 授课 告 一 段落 ， 我 们 还 沉浸 在 余 韵 之 中 。 

“不 完备 定理 的 证 明 ， 怎 么 说 呢 ， 真 历 害 啊 …… ”我 说 道 。 

“这 个 过 程 是 按照 哥 德 尔 的 论文 来 的 。 米尔 嘉 说 道 。 

“真是 相当 …… 累 脑 子 啊 。” 尤 里 说 道 。 

“ 徐 末 拉 夯 的 旅行 地 图 挺 好 懂 的 ”我 说 道 。 

“A ” 泰 打 拉 一 边 翻 着 自己 的 笔记 一 边 说 道 ,“ 对 于 不 完备 定 
理 的 证 明 过 程 ， 通 过 米尔 嘉 学 姐 说 的 “季节 ， 我 差不多 明白 了 。' 春 天 ” 
阶段 是 形式 系统 P, “夏天 ” 阶段 是 哥 德 尔 数 ,“ 秋 天 ”阶段 是 表现 定理 ,“ 冬 
天 ”阶段 是 证 明 测 定 仪 , “新 春 ” 阶段 则 是 不 可 判定 语句 …… 可 是 ， 这 个 

` 可 判定 语句 有 什么 样 的 含义 呢 ， 我 还 没 弄 明白 。” 

“什么 样 的 是 不 可 判定 语句 来 着 ?” 尤 里 问 道 。 

“是 g 呀 。 我 回答 道 。 

区 三 forall( [zx1), r((z1))) 
“ 想 思 考 含义 的 话 ， 用 p 来 表示 g 就 好 。” 米尔 嘉 说 道 。 
g= forall((z1), r((z1))) 
三 forall((z1), q((z1), 5)) 根据 C3 
= p(B) 根据 C2 
“就 如 我 们 在 C1 中 定义 的 那样 , p 是 有 一 个 自由 变量 [办] 的 逻辑 公式 ， 







































































10.10 





g 是 p(B)， 也 就 是 “p 的 对 角 化 ”。” 












































= forall([(z1), q((z1), (wm))) 


不 完备 定 要 

















二 forall((z1), qa((z1), 5)) 
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米尔 闫 用 食指 比划 了 一 个 圈 ， 继 续 说 道 : 











区 
TS 





























长 示 “z 不 是 y 的 对 

















角 化 的 形式 证 明 ” 















































式 证 明 。” 























q 
化 的 形式 证 明 " 。g 表示 不 存在 “不 存 丰 
S 


“米尔 露 大 全 我 不 明白 。 尤 里 说 道 。 
“ 那 我 们 一 个 个 列 出 来 看 看 吧 。" 米尔 嘉 面 






































，P 表示 “不 存在 ! 的 对 角 


的 [g 困 ] 用 p 本 身 的 数 项 代 换 后 得 
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问 白板 。 











不 存在 y 的 对 角 化 的 形式 证 明 















































Ey 的 对 角 化 的 形式 证 





































































































明 ” 的 对 角 


到 的 结果 。” 
























































是 

不 存在 “不 存在 y 的 对 角 化 的 形式 证 明 ” 的 对 角 化 的 形式 证 明 

“把 p 用 引号 引起 来 ， 放 到 p 本 身 的 y 里 这 就 是 p 的 对 角 化 。 
然后 ， 正 是 因为 g 是 p 的 对 角 化 ， 所 以 如 果 注 意 观察 g 的 形式 ， 就 会 发 
现 它 可 以 写成 下 面 这 样 。” 米 尔 嘉 边 说 边 写 。 

g 是 


不 存在 “不 存在 y 的 对 角 化 的 形式 证 明 ” 的 对 角 化 的 形式 证 明 





不 存在 p 的 对 角 化 的 形式 
不 存在 g 的 形式 证 明 


证 明 








AL 
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“也 就 是 说 ,从 元 数学 的 角度 来 说 , 语句 g 强调 的 观点 是 : 不 存在 “我 
的 形式 证 明 。” 
““ 口 在 天 旋 地 转 ” 在 天 旋 地 转 。 尤 里 说 道 。 
魏 了 。” 泰 末 拉 说 道 ,“ 如 果 ， 存 
在 语句 g 的 形式 证 明 ， 这 就 跟 语句 g 自己 从 元 数学 角度 来 强调 的 观点 相 
反 了 ， 对 吧 ?” 
“就 是 这 样 。 米尔 嘉 坚 起 食指 说 道 ,“ 因 此 哥 德 尔 的 证 明 对 “语句 g 
本 身 '“ 强 调 的 观点 ' 以 及 “相反 ”的 部 分 从 数学 层面 进行 了 严密 的 论述 。” 
“好 复杂 。 泰 洲 拉 拨弄 着 笔记 本 说 道 。 
“尤其 重要 的 ， 就 是 用 引号 引起 来 的 这 部 分 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 哥 德 
没有 将 逻辑 公式 作为 逻辑 公式 来 处 理 ， 而 是 用 哥 德 尔 数 来 表示 届 辑 公式 。 
然后 ， 再 用 数 来 生成 关于 形式 系统 的 谓词 ， 把 元 数学 的 观点 展开 了 。 这 样 
一 来 ， 就 成 功 地 论述 了 自身 ， 也 就 是 成 功 地 自我 指 涉 了 了。 原始 递归 性 和 
表现 定理 确保 了 构成 的 自我 指 涉 肯定 会 形成 自我 指 涉 。 不 是 只 有 形式 系统 
P 不 完备 ， 其 他 能 构成 同样 的 自我 指 涉 的 形式 系统 全 都 是 不 完备 的 。 
“自我 指 涉 ……” 泰 条 拉 入 神 地 想 着 。 
”我 是 无 法 证 明 的 "。 米尔 需 说 道 。 

































































从 
汶 
训 
es 
烛 
ep 
和 
冰 
| 
六 
计 
By 
到 






























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































“我 是 骗子 '。” 尤 里 大 声 说 道 。 
““ 我 不 属于 我 自己 ”。” 我 说道 ,“ 刚 才 我 就 觉得 跟 什么 东西 有 点 像 ， 
见 的 x 4 x 这 个 式 子 也 是 自我 指 涉 啊 。” 

“ 没 错 。” 米尔 嘉 说 道 ,“ 我 们 来 回忆 一 下 形式 系统 P 中 的 基本 逻辑 公式 
a(b)。 它 有 个 限制 条 件 : a 是 第 n 十 1 型 ,b 是 第 n 型 。 也 就 是 说 ,第 n 型 肯 
定 属于 第 n 十 1 型 。 因 为 型 有 偏差 ， 所 以 诱发 罗素 悖 论 的 x ¢ x, 即 一 (x € zx) 
这 个 形式 绝对 不 会 出 现在 形式 系统 P 里 。 这 是 回避 自我 指 涉 。 话 说 ……” 




































































































































































































































































































































































@ 英文 写作 Self-Reference， 指 通过 自然 语言 或 者 形式 语言 让 语句 或 者 式 子 指 涉 自身 ， 
有 时 简称 为 自 指 。 译 者 注 。 



































10.10 不 完备 定理 的 意义 ”379 




















她 此 时 放 慢 了 语 速 。 
“把 “ 单 变量 逻辑 公式 ” 设 为 “ 数 项 j 它 代 换 “ 单 变量 逻辑 公式 
!' 的 “变量 "， 然 后 生成 “语句 ”……… 这 样 逻 辑 公式 就 能 对 自身 进行 摘 述 ， 


就 是 自我 指 涉 。 通 过 数 项 化 和 哥 德 尔 数 化 ， 把 本 来 已 经 回避 了 的 自我 













































































































































































































































































含义 的 世界 形式 的 世界 
























































通过 数 项 和 哥 德 尔 数 












































“ 啊 ! ” 泰 洒 拉 喊 道 ,“ 所 以 “用 引号 引起 来 " 才 这 么 重要 呀 。” 

“ 哥 德 尔 也 超越 了 “伽利略 的 犹豫 。 我 说 道 ,“ 罗 素 通 过 自我 指 涉 创 
造 出 了 悖 论 ， 对 吧 ? 哥 德 尔 则 反 过 来 把 源 于 自我 指 涉 的 “难关 ” 用 到 了 证 
明 里 !” 

“超越 了 “伽利略 的 狐 了 豫 ” 是 什么 意思 啊 ?” 尤 里 问 道 。 

“就 是 说 ， 有 时 候 看 起 来 失败 了 ， 却 不 一 定 是 真 失败 了 。 如 果 不 下 
卫 往 前 走 ， 那 么 一 个 意 想 不 到 的 世界 的 大 门 ， 就 会 为 你 敞开 。 我 说 道 。 
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如 果 离 悬崖 越 来 越 近 ， 没 有 地 面 可 躁 ……: 往 天 空 飞 就 好 啦 。 























我 们 沉默 了 一 阵子 。 感 觉 不 管 是 不 完备 定理 还 是 这 个 证 明 ， 都 还 有 
缘 我 们 远 远 品 味 不 尽 的 丰富 内 涵 。 
“应 该 说 ，“ 自 我 指 涉 是 多 产 之 果 ” 吧 。” 
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米尔 嘉 说 着 ， 在 和 白板 上 写 了 以 下 四 条 标语 : 















































“不 完备 性 是 发 现 之 根 ” 









































“就 是 “根基 


” 跟 “源泉 ” 鹃 。 泰 洲 拉 说 道 。 




















10.10.2 第 二 不 完备 定理 的 证 明之 概要 











ee 
“虽然 语句 g 和 



































的 对 角 化 的 形式 证 
























































意思 ， 但 “不 存在 “不 存在 y 的 对 角 化 的 形式 证 明 ” 















































条 关 形 式 系统 的 : 








明 ” 这 种 说 法 太 刻 意 了 。” 米尔 喜 说 道 ， 


































































































“对 ， 就 是 哥 德 尔 第 二 不 完备 定理 。 





下 面 我 们 来 说 说 “对 表示 命题 “ 











OQ GO oO 





然 的 语句 ， 且 该 语句 无 法 从 形式 上 来 证 明 。” 
“ 训 ? 什么 样 的 语句 ? ”我 问 道 。 
““ 我 是 相 容 的 


“ 呈 ? 这 不 是 ， 
















































































阶段 证 明了 如 下 的 命题 D7 








Pb D7: IsProvable(forall((zx1), r((z1))) 


我 们 是 以 形式 系统 P 是 相 容 的 为 前 提 的 (D0 )。 


在 证 明 D7 时 ， 
因此 , 我 们 把 命题 “形式 系统 了 P ”是 “ 相 容 
样 一 来 ， 我 们 就 能 知道 下 面 的 G1 成 立 。 




















迹 
广 








在 形式 系统 P ! 不 存在 其 乡 式 证 明 册 这 反 证 明 的 概要 吧 。 
我 们 在 “梅花 ” 


〇 

































































的 ?” 记 作 Consistent ll 


“ 哥 德 尔 发 现 】 


多 式 系统 P 是 相 容 的 ” 的 语句 而 言 ， 
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区 Gl: Consistent 一 -IsProvable(forall([{zij ((z1)))) 
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米尔 嘉 :“ 咖 ? 有 什么 可 奇怪 的 吗 ?” 

泰 末 拉 :“ “梅花” 是 第 一 不 完备 定理 证 明 的 一 部 分 吧 ?” 
米尔 嘉 : “对 。” 
泰 打 拉 :“ 感 觉 像 把 在 证 明 过 程 中 干 的 事 儿 拿 到 了 证 明 里 …… 
米尔 嘉 :“ 这 就 是 第 二 不 完备 定理 的 有 趣 之 处 。” 


余 洒 拉 :“ 这 话 是 什么 意思 




































































































































































\[/ [9 


尔 嘉 :”“ 第 一 不 完备 定理 的 证 明 是 从 元 数学 的 角度 来 进行 的 。 
我 :“Consistent 能 定义 吗 ?” 
米尔 嘉 :“ 梧 德尔 的 论 叉 将 其 定义 成 了 3x |IsForm(z) 入 -IsProvable(Z)]。 
我 :“ 译 …… 可 以 允许 无 法 用 逻辑 公式 从 形式 上 证 明 的 东西 存在 ?” 

米尔 嘉 :“ 因 为 在 矛盾 的 形式 系统 中 ， 所 有 的 逻辑 公式 都 能 从 形式 上 


来 证 明 。 




































































































































































































































































根据 G1 和 “ 枝 权 ”阶段 的 C3“r (fc) = q([(z]], 了 )”， 可 得 出 下 面 的 




















P G2: Consistent > -IsProvable(forall([z1), q ((z1), 5))) 


根据 G2 和 “ 绿 芽 ” 阶段 的 C2“*(p(5) = forall((z1],q([z1],5)))， 
可 得 出 下 面 的 G3。 
































Pb G3: Consistent 一 -IsProvable(D( 五 )) 


一 一 一 





根据 G3 可 知 ， 大 Consistent， 则 不 管 什 么 样 的 序列 t 都 不 是 p(5) 
的 形式 证 明 。 
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Pb G4: Consistent 僵 Vt | -Proves(t, p (5))| 
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Pb G5: Consistent 一 Vt 








设 表示 命题 Consistent 的 i 





m,n) 可 以 




















ed] 


香 句 为 c。 
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因此 ， 根 据 





居 G5， 可 得 出 下 














[0 





巴 G4 改写 成 下 面 的 G5。 


表示 vt [| Q(t,p)] 的 语句 是 foral1((z1],q ((z1],5)) o 
的 G6 成 立 。 


Pb G6: IsProvable(implies(c， forall((z1), x ((z1))))) 























































































































































































































































































































































































































在 此 ,假设 G7 是 我 们 想 证 明 的 命题 (-IsProvable(c) ) 的 否定 。 
Pb GT: IsProvable(c) 

根据 G6 和 G7， 使 用 推理 规则 -1， 可 得 出 下 面 的 G8。 
Pp G8: IsProvable(forall([(z1),r ((z1)))) 

G8 跟 在 “梅花 ”阶段 导出 的 D7 相 矛 盾 。 

因此 ， 根 据 反 证 法 ，G7 的 否定 成 立 ， 于 是 可 得 出 下 面 的 G9。 
 G9: -IsProvable(c) 

G9 强调 的 是 无 法 从 形式 上 证 明 c。 

也 就 是 说 ， 形 式 系统 P 中 不 存在 表示 “形式 系统 P 7” 是 “ 相 容 的 ”” 
的 逻辑 公式 的 形式 证 明 这 就 是 我 们 想 证 明 的 事实 。 

好 啦 , 关于 第 二 不 完备 定理 的 证 明 的 概要 ,讲解 就 到 此 结束 了 。 不 过 ， 
事实 上 推导 G6 和 G8 的 部 分 并 没有 那么 了 然 , 还 需要 详细 讨论 。 但 是 ， 
这 已 经 超越 了 哥 德 尔 的 论文 范围 了 。 今天 我 们 就 先 讲 到 这 里 吧 。 
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10.10.3 不 完备 定理 衍生 的 产物 

我 们 一 起 吃 完了 所 剩 不 多 的 点 心 。 

“话说 ， 米 尔 嘉 ， 我 说 道 ,“ 一 开始 ， 你 讲 到 了 “不 完备 定理 具有 的 
建设 性 意义 " ， 可 到 头 来 ， 不 完备 定理 要 怎么 用 呢 ?” 

“我 也 没 那么 了 解 ， 例 如 …… 第 二 不 完备 定理 这 个 工具 可 以 明确 
多 式 系统 间 的 关系 。 

“形式 系统 间 的 关系 ?” 




















































































































































































































“来 猜 个 谜 吧 。 假 设 存 在 形式 系统 X, 我 们 把 X 的 逻辑 公式 a 指定 
为 新 的 公理 ， 同 时 定义 了 形式 系统 Y。 因 为 公理 增加 了 ， 所 以 Y 比 X 拥 























































































































自 的 定理 更 多 …… 对 么 ?” 
沉默 。 



































“因为 公理 增加 了 ， 所 以 能 从 形式 上 证 明 的 逻辑 公式 也 增加 了 ? ”我 
问 道 。 
“不 对 啊 ! ” 尤 里 叫 道 ,“a 可 能 本 来 就 是 X 的 定理 呀 ! ” 
“ 没 错 。 米尔 喜 措 了 摸 尤 里 的 头 ,“ 如 果 逻 辑 公式 a 本 来 就 是 属 了 
旦 能 从 形式 上 证 明 的 逻辑 公式 ， 那 么 即使 把 a 作为 新 的 公理 追加 进去 ， 
也 不 会 产生 新 的 定理 。 也 就 是 说 ， 形 式 系 统 X 和 形式 系统 Y 的 全 部 定理 
的 集合 是 相 容 的 。 因 此 ， 志 加 了 公理 的 形式 系统 不 一 定 就 比 没 过 加 公理 
的 形式 系统 拥有 更 多 的 定理 。” 
“确实 是 这 样 。” 我 说 道 。 
“一 般 来 说 ， 根 据 形式 系统 X 生成 形式 系统 Y 时 ,很 难 判断 是 不 是 
真 的 生成 了 一 个 新 的 形式 系统 。 不 过 ， 如 果 能 使 用 形式 系统 Y 从 形式 上 
来 证 明 形 式 系统 X 的 相 容 性 ……” 
这 时 米尔 嘉 停 了 口 。 
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“原来 如 此 !1 ”我 叫 道 ,“ 如 果 能 从 形式 上 证 明 相 容 性 的 话 …… 
“ 啊 ! ” 泰 洒 拉 也 喊 道 ,“ 如 果 能 从 形式 上 证 明 的 话 ………” 
“ 咽 ! ”万 里 点 头 ,“ 如 果 能 的 话 ……X 和 就 不 一 样 了 ! 7” 
“万 里 ， 解 释 。” 米尔 嘉 的 手指 向 尤 里 。 
“好 恩 ， 根 据 哥 德尔 第 二 不 完备 定理 ， 从 形式 上 无 法 证 明 形 式 
系统 自身 的 相 容 性 ， 对 吧 ? 所 以 ，Y 能 从 形式 上 证 明 X 的 相 容 性 ， 也 就 
是 说 Y 跟 X 不 是 一 个 形式 系统 。 好 厉害 !” 
“ 没 错 。 在 满足 第 二 不 完备 定理 的 形式 系统 中 ， 如 果 能 在 形式 上 证 明 
其 相 容 性 , 那么 就 能 证 明 从 本 质 上 讲 , Y 比 X' 强 ”。 通 过 第 二 不 完备 定理 ， 
可 以 研究 形式 系统 的 “强度 ” 。” 
“这 样 啊 ……” 我 不 禁 感慨 道 ,“ 第 二 不 完备 定理 强调 的 是 “从 形式 上 
无 法 证 明 某 命题 自身 相 容 性 ,但 是 利用 “无 法 证 明 ” 这 一 点 ， 就 能 够 i 
明 形式 系统 的 相对 强度 ! 原来 做 不 到 不 一 定 是 缺点 啊 !” 
“我 们 ， 又 越过 了 “伽利略 的 犹 殉 ” 哎 。 尤 里 说 道 。 
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10.10.4 数学 的 界限 ? 

过 了 一 会 儿 ， 泰 沙拉 举 起 了 手 。 
“我 问 个 基础 的 问题 ……: 不 完备 定理 没有 害 数 学 漏洞 百出 吧 ?” 
“数学 并 没有 因此 漏洞 百出 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 当 然 这 要 看 你 如 何 定 义 
“漏洞 百出 ”了 。 例如， 虽然 不 完备 定理 得 到 了 证 明 ， 但 那些 以 前 经 由 数 





































































































































































































































































































































































































































































































学 证 明 的 定理 ， 也 都 还 是 定理 。 而 且 ， 那些 既 无 法 被 证 明 ， 也 无 法 被 反 
证 的 命题 并 没有 妨碍 到 数学 家 们 的 研究 。 就 算 存在 不 完备 定理 ， 数 学 家 
们 也 不 会 因此 而 烦恼 。 不 要 被 不 完备 定理 的 “不 完备 ' 一 词 字 面 上 的 意思 
给 迷惑 了 。 不 完备 定理 是 现代 四 辑 学 的 基本 定理 。 与 其 说 不 完备 定理 害 


















































得 数学 漏洞 百出 ， 不 如 说 它 在 数学 领域 开辟 了 一 片 新 的 沃土 。” 
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“我 还 有 些 不 能 理解 的 地 方 ……” 徐 林 拉 一 脸 认 真 地 说 道 ,“ 我 
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认为 “数学 本 身 " 是 绝对 准确 的 。 可 是 ， 从 第 一 不 完备 定理 的 结果 来 看 ， 
既 存 在 无 法 被 证 明 , 也 无 法 被 反 证 的 命题 ; 从 第 二 不 完备 定理 的 结果 来 看 ， 
如 果 不 借用 其 他 条 件 ， 就 无 法 表示 不 存在 了 矛盾。 因此， 我 还 是 觉得 不 完 
备 定理 好 像 证 明了 “数学 的 界限 '。 这 一 点 ， 我 应 该 怎么 去 思考 呢 ?” 
听 完 泰 打 拉 这 个 认真 的 问题 ,米尔 嘉 默 默 地 站 起 身 ， 看 了 一 眼 窗外 
正 渐渐 暗 沉 的 天 色 ， 然 后 又 转向 了 我 们 。 
“讨论 得 有 些 混 乱 。” 才 女 如 是 说 ,“ 泰 条 拉 ， 你 说 的 “数学 本 身 ' 一 
词 是 什么 含义 呢 ? 是 (1) 写 明 定义 ， 用 某 种 形式 来 从 形式 上 表示 的 概念 ， 
还 是 (2) 无 法 写 明 定义 ， 只 是 一 个 浮现 在 我 们 心中 ， 契 合 “ 数 学 ”这 个 名 
闻 的 某 种 概念 ? 你 指 的 是 哪 一 种 含义 ?” 

“如 果 你 指 的 是 (1) ， 那 么 在 明确 条 件 后 ,“ 数 学 本 身 ” 可 能 成 为 不 完 
备 定理 的 对 象 。 然 后 ，' 数 学 本 身 ' 就 会 受 不 完备 定理 的 结果 支配 。” 
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“不 过 , 如 果 你 指 的 是 (2) , 那么 “数学 本 身 ”就 不 是 不 完备 定理 的 对 象 。 
这 个 词 可 能 是 数学 论 的 对 象 , 或 是 哲学 的 对 象 …… 总 之 , 不 是 数学 的 对 象 。 
也 就 是 说 ， 这 个 词 也 不 是 不 完备 定理 的 对 象 。 因 此 ,“ 数 学 本 身 ” 不 会 受 
不 完备 定理 的 结果 支配 。” 
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“而 且 分 辩 "数学 本 身 ”" 是 (1) 还 是 (2) 这 件 事 本 身 也 不 归 数 学 管 。” 
米尔 嘉 扫 了 我 们 一 眼 ， 大 大 地 伸展 双 辟 说道: 
“所 以 ， 我 是 这 么 想 的 ， 如 果 想 用 不 完备 定理 的 结果 来 讨论 数学 层 

的 话题 ， 就 必须 把 讨论 的 对 象限 制 在 数学 层面 。 如 果 不 想 这 样 ， 而 是 想 

从 不 完备 定理 的 结果 中 获得 启示 ， 用 以 讨论 数学 论 层面 的 话题 ， 那 么 就 

遵循 这 个 想法 去 讨论 。 但 我 们 不 能 忘记 ， 数 学 论 层面 的 话题 并 没有 得 


到 数学 层面 的 证 明 。” 
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我 问 米尔 嘉 : 

“就 是 说 “用 形式 系统 来 表示 数学 ”是 不 可 能 的 了 ? ” 

她 财 上 眼 ， 摇 了 摇头 。 

“不 如 这 么 说 ,规定 “数学 是 什么 ” 的 不 是 “数学 '。 这 就 是 “数学 观 ”。 
寻 此 我 们 没 法 从 数学 角度 去 证 明 “ 数 学 是 OO ”这 个 说 法 。” 

然后 ， 米 尔 需 用 手指 推 了 推 眼 镜 说 道 : 

“总 之 ， 我 们 应 该 把 数学 层面 的 讨论 和 数学 论 
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面 的 讨论 分 开 。” 
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10.11.1 并 非 结束 
现在 是 傍晚 …… 不 对 ,已 经 到 晚上 上 了。 天色 已 经 很 瞳 了 。 
我 们 离开 了 双 仓 图 书馆 ,一行 四 人 走 在 两 人 出 种 着 灌木 的 小 路 上 ， 前 
往 车 站 
我 民 履 地 想起 了 想 计算 逻辑 的 莱 布 尼 光 之 梦 那个 梦 与 用 数 研究 
S 式 系统 的 可 德尔 证 明 有 关 ， 甚 至 还 跟 现 代 计算 机 有 关 ……… 

今天 一 天 ， 我 们 都 走 在 “用 数学 研究 数学 ”的 旅途 上 。 

今天 的 旅行 差不多 要 结束 了 。 

可 是 ,我 们 的 旅行 并 不 会 就 此 结束 。 







































































































































































































































































“我 听 到 了 海浪 的 声音 。” 
米尔 需 走 在 我 们 前 面 ， 忽 然 间 说 道 。 
我 们 停 下 脚步 聆听 ， 确 实 能 听见 微弱 的 海浪 声 。 
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河流 注入 大 海 即 告 结束 。 
卓 是 ， 水 的 旅行 还 不 会 就 此 结束 。 
为 ， 水 还 会 升 到 天 空中 去 。 












































Ba 





10.11.2 属于 我 

可 家 的 电车 空空 荡 荡 ,仿佛 成 了 我 们 的 专车 。 我 们 找 了 四 人 座 面 对 
下 和 坐 下 。 我 身 旁 是 万 里 ， 对 面 是 米尔 嘉 ， 米 尔 嘉 旁边 是 泰 杀 拉 。 

明明 都 很 累 了 ， 可 我 们 还 是 在 互相 出 数学 题 、 聊 天 ， 兴 致 并 然 。 


;在 间 5 站 


尽管 如 此 ， 不 知 何 时 ， 大 家 的 话 越 来 越 少 。 无 里 打 了 个 大 哈欠 ， 连 带 
我 也 开始 迷糊 了 。 
























































































































































































































































































































































米尔 喜 望 着 车 窗外 流动 的 夜色 。 




















留 有 一 头 漆黑 长 发 的 少女 看 向 了 我 这 边 。 
她 指 了 指 泰 打 拉 跟 尤 里 一 一 两 人 已 经 睡 熟 ， 轻 经 地 呼吸 着 。 
































































































































8 手指 慢 慢 对 我 比划 着 。 

















营 











1 1 2 3 


然后 焉 过 头 。 
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(那么 ， 下 一 个 是 ? ) 








MY 。 
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对 话 。 


























我 从 大 量 的 对 话 中 学 到 了 大 量 的 知识 。 






































我 现在 活着 ， 但 终 有 一 天 会 死去 。 















































如 果 没 有 人 能 够 与 我 分 





学 到 的 东西 ， 那 该 多 么 袍 






































我 想 把 自己 学 到 的 东西 分 享 给 某 人 。 
























































































































































分 享 给 身 旁 的 某 人 、 远 方 的 某 人 、 未 来 的 某 人 .……. 
“音乐 一 属于 我 。” 盈盈 说 。 
“逻辑 一 一 属于 人 家 。” 尤 里 说 。 
“英语 惊 于 我 。” 泰 条 拉 说 。 
“数学 一 一 属于 我 。 米尔 嘉 说 。 




















5 么 ， 我 要 这 人 么 说 : 
“学 习 ， 以 及 传授 








属于 我 。 











马上 4 月 了 。 我们 即将 近 




















E 问 新 学 期 的 脚步 。 





EE 
Pall 

















A 






































肯定 有 各 种 各 样 的 问题 丰 








革 待 着 我 们 。 
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但 是 现在 ， 是 休息 的 时 间 。 














电车 静 疹 地 在 夜里 奔跑 。 






































带 着 沉睡 的 泰 灯 拉 和 尤 里 一 一 


带 着 沉默 交流 的 我 眼 米 尔 帝 一 一 




















电车 静 静 地 承载 着 梦 。 
我 们 的 梦 是 继续 这 旅途 。 





没有 尽头 。 
直到 永远 。 




















哥 德 尔 的 理念 是 ， 

利用 数学 性 论证 ， 

研究 数学 性 论证 本 身 。 

一 一 《 哥 德 尔 、 埃 合 尔 、 巴 赫 一 一 集 异 壁 之 大 成 中 








起 





“老师 
风 从 向 开 的 窗户 中 吹 i 
晨 ， 怎 么 了 ? 看 你 不 在 状态 呀 。 
“ 没 没 没 ， 我 好 得 很 。 不 管 什么 难 























i 
? ”少女 走 



































? 





带 来 了 春天 的 气息 。 




















/ 



























































题 都 能 瞬间 答 出 来 。 
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假设 现在 A, B, C 这 3 个 人 分 别 戴 着 3 
































































































































9D 9 














色 帽 子 有 2 项 。 这 




















子 的 颜色 ， 但 是 能 看 到 其 他 2 个 人 的 帽子 是 


里 只 拿 出 3 顶 来 让 3 个 
什么 颜色 后 ，A 





“那么 ,我 给 你 出 道 题 吧 。 
顶 幅 子 ， 帽 子 不 是 红色 就 是 白色 。” 

“ 嗯 咀 ， 然 后 呢 ? 

“3 个 人 都 看 不 见 自己 帆 
什么 颜色 。 

“就 是 猜 自 己 幅 子 的 颜色 吸 ? 

“对 。 红 色 帽 子 有 3 顶 ， 白 
人 戴 上 ， 剩 下 的 都 藏 起 来 。 我 














说 “我 不 知道 '。” 




















门 问 A “你 的 帽子 是 




















回答 



































“..……..” 少女 的 表情 一 下 子 认真 了 起 来 。 
































“ 听 着 呢 ， 老 师 您 继续 说 。” 

“我 们 问 B “你 的 帽子 是 什么 颜色 ' 后 ，B 也 

“红色 。” 少 女 回答 。 

“ 译 ?“ 红 色 ” 指 的 是 ?” 

“老师 ，C 的 帽子 是 红色 的 吧 ? ”少女 坏 坏 地 笑 了 。 

“我 刚 说 到 一 半 呢 …… ‘C 看 到 A 和 B 的 帽子 都 是 红 1 
帽子 是 什么 颜色 呢 ?”” 

“C 的 帽子 是 红色 的 ， 对 吧 ?” 

“对 的 。 为 什么 我 刚 说 到 一 半 你 就 知道 答案 了 ?” 

“ 想 想 顺 序 就 知道 啦 。 
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答 说 “我 不 知道 。 

























































































Bb 么 C 的 





[0H 




























































































答 说 “我 不 知道 "， 所 以 B 跟 C 这 2 个 人 里 起 码 有 1 个 





五 





。 因 为 A 


是 红色 



































4 D 


















































。 这 点 也 也 明白 。 
。B 能 看 到 C， 如 果 C 的 帽子 是 白色 ,那么 B 就 会 知道 自己 的 帽 
是 红色 。 

。 但 是 ，B 说 的 却 是 “我 不 知道 ”。 































































































































































































。 所 以 ，C 的 帽子 是 红色 。 

“也 就 是 说 ， 这 时 候 ， 就 算 C 闭 着 眼 ， 也 能 知道 自己 的 帽子 是 红色 。” 
“确实 …… 是 这 样 没 错 。” 

“嘿嘿 ， 厉 害 吧 ? 1 » 

“ 那 你 又 在 叹 什么 气 ? 

“我 感觉 自己 一 定 是 忘 了 什么 ， 可 是 又 忘 了 自己 忘 了 什么 ……” 














































































































随 着 你 的 告别 致辞 奔赴 前 程 的 。” 


您 别 这 么 煽情 嘛 ! 我 一 直 忍 着 眼泪 呢 



















































































元 失物 ' 呀 。 原 因应 该 是 一 一 明天 的 毕业 典礼 吧 。” 
“ 呢 …… 这 么 明显 吗 ? 真 揪心 。 感 觉 我 致辞 时 说 至 
“ 身 为 在 校生 代表 你 怎么 还 这 么 不 坚强 啊 ? 明 天 那 帮 毕业 生 可 是 要 伴 
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“没事 儿 ， 老 师 当 学 生 那 会 儿 也 干 过 3 





























“老师 您 也 经 历 过 这 些 呀 ?” 








































































































































































































撤 毕 业 典 礼 ” 这 种 吾 















































| 一半 会 照 














“ 那 肯定 的 呀 。 

“ 睹 生 和 那么 ， 我 合 张 卡片 回去 唆 ! "少女 伸 出 手 。 
“这 张 卡片 如 何 ?” 

“问题 和 答案 一 模 一 样 的 问题 是 什么 '?” 

“ 没 错 。” 

“答案 就 是 “问题 和 答案 一 模 一 样 的 问题 是 什么 " 吧 ， 轻 松 !” 
“ 别 马 上 回答 嘛 。 那 么 ， 换 成 这 张 卡片 吧 。” 

““ 我 们 把 由 两 个 自然 数 构 成 的 组 合 …… ” 老师， 这 个 好 长 啊 。” 
“人 研究 课题 就 是 要 仔细 琢磨 的 啊 。” 



































“好 好 。 那 我 回去 啦 ! 
少女 “ 听 味 ”地 挥舞 着 手指 ， 离 开 了 办 




























































































这 么 说 马上 就 要 到 那个 季节 了 呢 , 办 公 室 的 窗 边 将 会 满 是 盛 

































































起 来 一 样 ， 但 并 不 是 单调 的 循环 。 
而 是 一 边 循 环 一 边 上 升 的 螺旋 。 





Th 














的 樱花 。 
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394 尾声 


证 我 们 在 感受 着 循环 和 上 升 的 同时 ， 
展开 翅膀 ， 飞 翔 吧 ! 























飞 同 更 加 还 远 的 远方 一 一 








我 们 应 该 让 那些 “ 刚 开 始 学 习 的 学 生 们 ”明白 ， 
和 数学 真 的 有 多 到 令 人 吃惊 的 、 简 单 却 模糊 的 定理 和 关系 。 


ee 想来 ， 数 学 的 这 条 性 质 在 菜 种 意义 上 反映 了 世界 的 秩序 和 规则 性 。 


世界 非常 伟大 ， 我 们 单 从 表面 观察 到 的 无 法 与 之 相 比 。 岂 


可 德尔 

















G@ 原 书 名 为 Logical Dilemmas， 尚 无 中 文 版 。 一 一 译 者 注 





























是 《数学 女孩 XX 2007 





所 有 的 书 都 具备 本 质 上 的 不 可 能 性 


作家 一 旦 克制 住 那 份 最 初 的 兴奋 ， 马 上 就 会 


发 现 这 点 


问题 是 结构 性 的 ， 是 不 可 角 人 


立 献 上 《数学 女孩 3: 
年 ) 及 《数学 女孩 2: 


因此 ， 
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踏实 实地 
诸多 贵人 的 相 有 8 





小 了 



































嘉 、 泰 洲 拉 ， 还 有 “我 ”的 表妹 万 里 








哥 德 尔 不 完备 定理 》 














书 。 





中 于 《 数 和 女孩 》 系 列 的 第 三 部 作品 。 日 
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人 丰 














ES 























书 时 ， 我 
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已 经 大 概 理 


数 委 
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于 是 ,我 








我 伦 了 大 概 一 年 
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f 非 译 才 
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沥 尔 不 完备 定理 
那 就 只 能 路 
六 面 的 教材 。 承 蒙 


安妮 cen ms 


里 2008 
移 包 括 “ 我 ” 
如 既往 





























一 一 译 者 注 
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节 跟 《数学 女 


体 (AMS Euler) 排 版 。 排 版 方 盏 
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， 感 谢 一 直 把 这 篇 后 记 读 完 的 您 。 
我 们 有 缘 再 会 吧 。 
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的 历史 开始 讲 起 ,介绍 了 集合 、 人 逻辑 、 形 式 系统 及 元 数学 ， 甚 至 
包括 不 完备 定理 。 

[8] 志 贺 浩二 ,『 极限 四 深思 数学 从 育 2 工 v 《物语 1」， 岩 波 书 店 ，ISBN 
4-00-007911-5，1994 年 
《极限 的 深奥 : 数学 的 故事 1》( 汕 无 中 文 版 )。 这 是 一 本 运用 

紧 不 慢 的 文字 和 数学 公式 来 讲述 数学 的 一 本 书 (参考 : 第 4 章 和 第 

6 章 都 参考 了 该 书 )。 

[9] 田 包 一郎,『[ 47 了 汤 口 -了 儿 共立 
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《e-6 语 言 )( 尚 无 中 文 版 )。 该 书 是 围绕 e-6 语 言 这 个 主题 而 写 
的 一 本 参考 书 (参考 : 第 6 章 参考 了 该 书 )。 
[10] 小 针 蜗 宏 ,『 数学 工 .下 : 亚 …'co 高 校 信 户 O 数 学 入 门 日 本 评论 
社 ，ISBN4-535-78232-6，1996 年 
《数学 工 .下 : 亚 .…oo 高 中 数学 入 门 兴 疝 无 中 文 版 )。 该 书 是 一 
本 使 用 出 场 人 物 间 简明 易 懂 的 对 话 来 思考 数学 题 的 参考 书 (人 参考: 
第 1 章 中 关于 帽子 的 问题 参考 了 该 书 )。 
[11] 竹 内 外 史 ,『 集 合 纪 入 何 办 仁 上 凡 区 学 从 人 大 态 导 」， 讲 谈 社 ， 
ISBN4-06-257332-6，2001 年 
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《程序 员 的 数学 》( 人 民 最 电 出 版 社 ，2012 年 11 月)。 这 是 一 本 
尽量 少 地 运用 数学 公式 来 对 程序 员 必 备 的 数学 知识 进行 讲解 的 书 ( 参 
考 ; 第 7 章 参考 了 该 书 )。 
面向 大 学 生 
[16] Kurt Gadel, 林 亚 十 八 杉 满 利 子 识 解 说 ,[ 不 完全 性 定理 上 岩 波 书店 ， 
ISBN 4-00-339441-0，2006 年 
《不 完备 定理 )( 尚 无 中 文 版) 该 书 概括 了 哥 德 尔 的 论文 《不 
完备 定理 》 的 日 译 版 、 对 这 篇 论文 的 讲解 ， 以 及 作者 关于 希 尔 伯 特 
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的 研究 成 果 ( 参 考 : 本 书 整体 上 参考 了 该 书 )。 

[7] 记 濒 健 十 横 下 ,『 邹 一 六 儿 人 世界 一 完全 性 定理 上 不 完全 性 定 
理 一 ]， 海 喝 社 ,ISBN 4-87525-106-8，1985 年 

《 哥 德 尔 的 世界 : 完备 定理 和 不 完备 定理 》( 沿 无 中 文 版 )。 该 




































































书包 括 哥 德尔 论文 《完备 定理 和 不 完备 定理 》 的 日 译 版 及 对 这 篇 论 
文 的 简明 易 懂 的 讲解 (参考 : 本 书 整体 上 参考 了 该 书 )。 

[18] 前 原 昭 二 ,『 数学 基础 论 入 门 ]， 朝 会 书店 ,ISBN 4-254-11723-X， 
2006 年 
《数学 基础 论 入 门 》( 尚 无 中 文 版 )。 该 书 是 一 本 详细 介绍 哥 德 

尔 论文 《不 完备 定理 》 的 关于 数理 逻辑 学 的 教材 (1977 年 重印 )。 
[19] 松 本 和 夫 ,『 复刊 ”数理 论 理学 |， 共立 出 版 ，ISBN 4-320-01682-3， 
2001 年 
《数理 逻辑 学 》( 尚 无 中 文 版 )。 该 书 是 一 本 关于 数理 逻辑 学 的 
教材 。 
[20] 石 谷 成 ，「 e-o 民 泣 《 4， 现 代数 学 社 ,，ISBN 4-7687-0366-6，2006 年 
《e-6 之 痛 X( 尚 无 中 文 版 )。 该 书 是 一 本 以 e-6 和 数学 领域 中 那 

些 容易 使 人 误解 的 话题 为 看 点 的 书 (参考 : 第 6 章 参考 了 该 书 )。 


[21] 足 立 恒 雄 ,『 数 一 体 系 七 历史 一 ]， 朝 傅 书 店 ,ISBN 4-254-11088-X， 
















































































































































































































































































































































































































































































2002 年 
《 数 : 系统 与 历史 光 疝 无 中 文 版 )。 如 书 中 开头 所 述 一 一 始 于 
逻辑 ， 终 于 复数 的 导入 "一 一 那样 ， 这 是 一 本 从 根本 上 开始 学 习 数 
的 系统 的 书 。 我 感到 该 书 很 不 可 思议 : 一 方面 该 书 在 追寻 数 的 系统 ， 

而 另 一 方面 ， 该 书 在 不 知 不 觉 间 又 反复 讲述 着 数学 的 主要 概念 。 
[22] 饲 内 刚 一 ,，『 数学 DD 基础 J， 日 本 评论 社 , ISBN 978-4-535-60106-2， 
2008 年 
《数学 的 基础 ( 尚 无 中 文 版 )。 如 书 中 开头 所 述 一 一 “ 始 于 逻辑 ， 
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终于 初等 函数 的 导入 "一 一 那样 ， 这 是 一 本 从 根本 上 开始 学 习 数 学 
的 书 。 
[23]『 兰 波 数学 入 门 辞典 |， 答 波 书店 ，ISBN4-00-080209-7，2005 年 
《 知 波 数学 入 门 辞 典 》( 尚 无 中 文 版 )。 这 是 一 本 简明 易 懂 地 
解数 学 术语 的 词典 。 
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[26] Martin Aigner，Giinter M. Ziegler， 蟹 江 玉 博识 ,『 天 
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四 季 奔 波 于 世界 各 地 ， 与 数学 界 同 行 探讨 数学 难题 ， 
一 生 献 给 了 数学 。 一 一 译 者 注 


ISBN 4-407- 
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《集合 和 位 相 入 门 兴 尚 无 中 文 版 )。 该 书 是 一 本 关于 集合 论 的 
教材 (参考 : 第 7 章 中 的 把 0 < z < 1 与 实数 集 相对 应 的 函数 ， 以 及 
询问 实数 的 不 可 数 性 质 的 问题 参考 了 该 书 )。 


















































面向 研究 生 和 专家 


[28] 一 之 编 ,『 外 一 隐 儿 上 20 世 纪 D 论 理学 1 分 一 隐 儿 OD920 世 纪 】， 










































































东京 大 学 出 版 会 ，ISBN 4-13-064095-X，2006 年 
《 哥 德 尔 与 20 世 纪 的 逻辑 学 1: 哥 德 尔 的 20 世 纪 》( 沿 无 中 文 
版 )。 这 是 为 纪念 可 德尔 百年 诞 展 而 出 版 ， 回 顾 20 世 纪 的 逻辑 学 发 
展 的 系列 图 书 。 第 1 卷 概述 了 整个 逻辑 学 的 发 展 历史 ， 还 涉及 了 围 
绕 哥 德尔 不 完备 定理 而 进行 的 一 些 哲学 性 讨论 。 
[29] 田中 家 ,分 一 元 少 上 20 世 纪 人 办 论 理学 2 ”完全 性 定理 上 毛 元 儿 
理论 4， 东京 大 学 出 版 会 ，ISBN 4-13-064096-8，2006 年 
《 哥 德 尔 与 20 世 纪 的 逻辑 学 2: 完备 定理 与 模型 理论 》( 尚 无 
文 版 )。 第 2 卷 讲解 的 是 哥 德 尔 完备 定理 、 模 型 理论 、 语 义学 。 

[30] 之 篇,『 分 一 元 儿 眶 20 世纪 人 四 论 理学 3 ”不 完全 性 定理 上 算 疼 
DD 体系 4」， 东京 大 学 出 版 会 ，ISBN 4-13-064097-8，2007 年 

《 哥 德 尔 与 20 世 纪 的 逻辑 学 3: 不 完备 定理 与 算术 系统 》( 尚 无 
文 版 )。 第 3 卷 涉 及 的 是 第 一 不 完备 定理 和 第 二 不 完备 定理 。 此 外 ， 
第 3 卷 还 根据 证 明 所 需 的 公理 给 定理 分 了 类 ， 也 提 到 了 反 推 数学 领 
成 的 话题 。 
[31] 田中 一 之 编 ,『 让 一 也 人 履 上 20 世 纪 人 D 论 理学 4 集合 论 上 FF 卜 二 又 
和 」， 东京 大 学 出 版 会 ，ISBN 4-13-064098-5，2007 

《 哥 德 尔 与 20 世 纪 的 逻辑 学 4: 集合 论 与 模型 理论 》( 尚 无 


版 )。 第 4 卷 讲解 的 是 集合 论 和 哥 德 尔 的 数理 哲学 。 
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Web 网 站 














[32] http://www.hyuki.com/girl/ ， 结 城 浩 ,《 数 学 女孩 》 
该 网 站 搜集 了 一 些 与 数学 和 少女 相关 的 读物 。 《数学 女孩 ) 的 
最 新 信息 都 在 这 里 。 
[33] http://d.hatena.ne.jp/wd0/， 芍 浩 靖 ，/dev/wd0a。 
参考 了 其 中 关于 不 完备 定理 的 资料 ， 尤 其 是 “不 完全 的 定理 比 
不 完备 定理 的 说 法 要 更 符合 定理 内 容 ” 这 一 意见 。 


[34] http://www.research.ibm.com/people/h/hirzel/papers/canon00- 








































































































































































































goedel.pdf, MartinHirzel 
这 是 哥 德 尔 论文 英 译 版 的 网 址 。 我 参考 了 其 用 简洁 的 英语 来 
Ce 示 函数 和 谓词 这 一 点 。 
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如 果 你 还 没有 明白 ， 
那么 就 算 全 世界 的 人 都 说 “明白 了 ， 很 简单 啊 ”， 
你 仍然 要 鼓 起 勇气 说 “不 ， 我 还 不 明白 ” 

这 一 点 很 重要 。 

一 一 人 数学 女孩 3: 哥 德 尔 不 完备 定理 》 
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ISBN 978-7-115-46991-5 
定价 : 52.00 元 
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看 完了 


如 果 您 对 本 书 内 容 有 疑问 ， 可 发 邮件 至 contact@turingbook.com， 
会 有 编辑 或 作 译 者 协助 答疑 。 也 可 访问 图 灵 社 区 ， 参 与 本 书 讨论 。 


如 果 是 有 关 电子 书 的 建议 或 问题 ， 请 联系 专用 客服 邮箱 : 


ebook@turingbook.com。 
在 这 可 以 找到 我 们 : 


微 博 @ 图 灵 教 育 : 好 书 、 活 动 每 日 播报 

微 博 @ 图 灵 社 区 : 电子 书 和 好 文章 的 消息 

微 博 @ 图 灵 新 知 : 图 灵 教 育 的 科普 小 组 

微 信 图 灵 访 谈 : ituring_interview， 讲 述 码 农 精彩 人 生 
微 信 图 灵 教 育 : turingbooks 


